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Introduccién

En las carreras universitarias que tienen en su curriculo asignaturas de
matematica, se observa con mucha frecuencia un dispar nivel académico
de los estudiantes en esta area.

Este drama de la educacién superior genera angustia en muchos
estudiantes, pues llega en algunos casos a provocar la deserciéon —
situacién que los docentes observamos y comprendemos—, pero gue no
podemos solucionar por falta de tiempo para remediarlo en nuestras
clases de mateméatica del nivel béasico, lo que originé la necesidad de
elaborar un material de estudio y de consultas que concentre los
contenidos de esta materia del nivel medio, que es necesario dominar al
momento de iniciar una carrera universitaria.

Con la experiencia de tres décadas de docencia de matematica
universitaria, he podido observar la recurrencia de dificultades y hasta
errores de muchos estudiantes en conocimientos clave, que tratan de ser
destacados y aclarados en este texto.

El presente libro de catedra orienta al docente del nivel medio
acerca de los contenidos necesarios para abordar con éxito los estudios
superiores, pudiendo reforzar su ensefianza. A su vez, es un material de
consulta para los estudiantes de carreras universitarias que requieran
una revisién de estos conocimientos.

Este volumen tiene una gran cantidad de ejemplos, que cubren la
mayoria de los problemas tipo que pueden presentarse y contiene —
ademéas— ejercicios con grados de dificultad creciente, para que los
estudiantes puedan ejercitarse y autoevaluarse. Al final presenta las
respuestas de algunos de estos casos.

Este material estd compuesto por tres capitulos: el primero,
comprende nociones de algebra elemental, trigonometria y campos
numeéricos; el segundo, elementos de geometria analitica plana y el
tercero estd dedicado al estudio de funciones de una variable real.



Capitulo1

Nocionesdealgebraelemental
- elementosdetrigonometria -
campos numeéricos

Introduccién

El presente capitulo cubre conocimientos de matematica impartidos en
el nivel medio, que resultan imprescindibles para abordar con éxito
cualquier estudio superior que los incluya. Esta dividido en tres partes
que se describen brevemente a continuacién.

Primera parte: NOCIONES DE ALGEBRA ELEMENTAL

Simbologia a utilizar. Potenciacién. Propiedades de la Potenciacién.
Potencias con exponentes negativos. Radicacién. Propiedades de la
Radicacién. Exponentes racionales. Extraccion de factores de un radical.
Expresiones Algebraicas. Factoreo de expresiones algebraicas. Factor
comun de un polinomio. Producto de un monomio por un polinomio.
Cuadrado de un binomio. Trinomio Cuadrado Perfecto. Método para
completar cuadrados. Diferencia de cuadrados Producto de binomios
conjugados. Factoreo por grupos. Cubo de un binomia Trinomios de la
forma: ax? + bx + c.

Descomposicién factorial de polinomios de grado mayor que dos.
Teorema de las raices racionales de Gauss. Regla de Ruffini
Simplificacién de expresiones algebraicas.

Segunda parte: ELEMENTOS DE TRIGONOMETRIA

Sistema sexagesimal de medicién de angulos. Sistema circular de
medidas. Funciones Trigonométricas. Signos de las funciones
trigonométricas. Cuadro resumen. Angulos axiales y notables. Valores
axiales y notables de las funciones trigonométricas. Identidades y
férmulas trigonométricas que se utilizan. Identidades trigonomeétricas.
Ecuaciones trigonométricas.
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Tercera parte: CAMPOS NUMERICOS

Numeros reales. Subconjuntos que lo integran. No se puede dividir por
cero. Divisién por infinito. Redondeo de un nimero. Notaciones decimal
y fraccionaria. Notacién cientifica Ecuaciones. Propiedades de las
ecuaciones. Desigualdades. Propiedades de las desigualdades.
Desigualdades simples y dobles o continuas. Inecuaciones. Intervalos.
Unién de intervalos. Interseccién de intervalos. Inecuaciones enteras
(lineales y cuadraticas), fraccionarias y continuas. Entorno de un namero.
Entorno reducido de un ntimero. Valor absoluto o médulo de un niumero
real. Representacién geométrica. Principales propiedades del valor
absoluto de un numero real. Equivalencias més usadas.
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Primera parte
Nocionesdealgebraelemental

En este capitulo veremos algunos conocimientos de Algebra elemental,
que los estudiantes deben dominar para abordar las distintas
asignaturas de matematica en el nivel universitario.

El propésito, ademaés de explicar los contenidos, presenta ejemplos que
pretenden despejar dudas y dar una guia sobre los procesos a encarar en
las situaciones mas comunes.

Simbologia a utilizar

> Mayor que v Para todo C  Estaincluido

< Menor que A ylogico C  Estdincluidooes

> Mayor o igual que \Y 6 logico D Incluye

< Menoroigual que 0 Notgcmn de 5 In'cluye oes

Conjunto coincidente

# Distinto que S Pertenece a & Conjunto Vacio
A imad t .

= prox1ma amen & No pertenece t Mas o menos
eigual

3 Existe U Unién Luego, entonces

3 No Existe ﬂ Interseccién = Implica

Siy solo si
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Potenciacién

Sea ‘@”un numero real; el productodea™ =a-a-a-a-....a
—_— —

a: base de la potencia, y

"n"veces

n: exponente de la potencia; n pertenece al conjunto de los niimeros

Naturales. ne N

| mEeo

a)25=2-2-2-2-2=32

b) (=3)? =(-3)- (-3) =9

)43 =4-4-4=64 d)(i)_zz(i)zzizz
avi=(@f=g=p  a(fetep T

Importante: Todo numero elevado a una potencia par, tiene
resultado positivo o nulo.
Vx;x™ > 0;Si n es par

1)2* = 16; 2)0% = 0; 3)(-2)* =16

Importante: Todo nimero elevado a una potencia impar,
tiene el resultado con igual signo que la base.

2)05 = 0; 3)(-2)% = -8
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Propiedades de la Potenciacion:

Sean g, b, xe ynumeros reales; entonces se cumple:

I) Producto de potencias de igual base: a* - a¥ = a**¥

II) Cociente de potencias de igual base: Z—; =a*Y;cona +0
III) Potencia de potencia: (a*)? = a*?¥

IV) Potencia de un producto: (a - b)* = a* - b*

. . a\* a*
V) Potencia de un cociente: (3) = conb # 0

Importante: Todo numero real distinto de cero, elevado a la
cero, es igual a uno.

VaeERa+0:a’=1

| mEeo

a) (—3)2- (-3)* = (—3)**"* = (-3)° =3¢
b)i—l: 575 = 52 = 25

—2 2 _ (_2)2 _ i

<) (?) T 32 T g

—2\% _ (=22 _ 4

d) (?) T 32 T g
E»® _ 55
&) oy = (¥

) (x3)? = %32 = x©

) (2_x)3 (203 8B
3y/ T (3y)3 7 27y3

B3] =32 () =90.2=2
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Potencias con exponentes negativos:

1
Sia # 0 An > 0,severifica:a™ = —
aTl

Radicacién
Cuando se definié la Potencia, se consideré que el exponente es un

Umero natural; si consideramos ahora que el exponente es un namero
—,conn > 2, tenemos:

1
an = Va = bsiysolosib™ = a

Va seleeraiz enésima de g, siendo g el radicando y 1, el indice de
la raiz.

Importante: En el conjunto de los numeros reales, NO existen
las raices de indice par y radicando negativo:

Si nespar y a<0,3ag¢®R

V9¢RV-4eRV-2¢%R
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Propiedades de la Radicacién:

I) La raiz es distributiva respecto del producto: ¥a -b = ¥a - Vb

n
II) La raiz es distributiva respecto del cociente: 7;/% = nv—\;

I11) Raiz de raiz. vV ™%a = "%a

Importante:

1) Si @ o b son negativos y n o m son pares, NO son validas
estas propiedades.

2) Laradicacién NO es distributiva respecto de la suma Ni

de la resta:
Nath=#Yat b

Exponentes racionales

Los conceptos de Potenciacién y Radicacién se pueden extender, si se
utilizan como exponentes nimeros Racionales (Q); o sea de la forma

g;conpyq €Zyq +0

ap/q = W = (%)p Oblen (ap)l/q = (al/Q)p = ap/q

N2 2 -4 sflaz Sfaz  4%fs
a)W:(a.bz)/3=a/3.b /3 b) b_3=5\/%=m

Extraccion de factores de un radical

Si en el radicando aparecen factores cuyos exponentes son mayores o
iguales que el indice, se pueden extraer de la raiz.
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a)V4as - b2 =+22-a*-a-b2=2-a%*-b-a
b) {16x5y = {/2%x5y = 3/23 -2 - x3 - x2 -y = 2x3/2x2y

Expresiones algebraicas

Son combinaciones de nimeros y letras (llamadas variables), vinculadas
entre si por operaciones de suma, resta, multiplicacién y/o divisién.

) 3fax vy -2
4b3

2 _ =7
4)a 3xy+\/m

Las operaciones que dividen en términos una expresién algebraica, son
las de suma y resta; a cada uno de estos términos se los denomina

Monomio.

2 3 x+y 4b3
1) x 2)32x+y 3)x_y 4)\/m

Por lo tanto, si la expresién tien%;jos términos: x? + 2x es un Binomio; si

tiene tres términos: 3/2x + y — x/2 + 4 es un Trinomio, etc.

Siguiendo este razonamiento, se define Polinomio en una variable real
P(x) =ag-x"+a; - x"+...+a,_, - x1+a,

a;: son numeros reales, ademas: a, # 0, puesto que es el coeficiente del

término de mayor grado.

x: variable real

n: grado del polinomio; es un numero Natural
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Factoreo de expresiones algebraicas

Factorear una expresién algebraica significa realizar todas las
transformaciones necesarias para expresarla como el producto de sus
factores primos. Entre esas transformaciones, existen operaciones de
agrupamiento y de descomposicién, seglin se necesite. Veremos aca las
que mas se utilizan.

Factor Comiin de un polinomio (f.c.):

Cuando todos los términos de una expresién algebraica tienen un
monomio en comun, se lo puede extraer de ella.

(@b+da-c)y=a-(b+c

N2x+4xy—xz=x-2+4y—2)
2) 4xz + 16xy%z — 8x2z% = 4xz - (1 + 4y? — 2xz)
3) 12m~2 + 8m3 — 4m* = 4m~2(3 + 2m® — m®)

El proceso inverso de este es el siguiente.

Producto de un monomio por un polinomio:

a-(b+c)=(@-b+a-c)

Dx-(24+4y—2z) =2x+4xy — xz
2) 4xz - (1 + 4y? — 2xz) = 4xz + 16xy*z — 8x22°
3)4m~2-(3+2m° —m®) = 12m~? + 8m® — 4m*
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Cuadrado de un Binomio:

Dados binomios de la forma: (a + b) o} (a — b) si se los eleva al cuadrado,
sus desarrollos son los siguientes.
(a+b)? =a? + 2ab + b?

+b)2=a%+ 2
(a—b)2=a2—2ab+b2}(a—b) a“+2ab+b

Importante:
La potencia NO es distributiva respecto de la SUMA ni de
la RESTA

(a + b)* # a* + b*

El proceso inverso de este es el siguiente.

Trinomio Cuadrado Perfecto (t.c.p.):

{az+2ab+b2=(a-i-b)-(a+b)=(a+b)2
a’?—2ab+b*>=(a—>b) - (a—b)=(a—b)?

Se pueden presentar de dos formas:

oo

1)4x? — 12x + 9, es un trinomio cuadrado perfecto, porque dos
de sus términos son cuadraticos: 4x2 = (2x)*? y 9=13% y el
término lineal es el producto de estos (sin elevar al cuadrado):
2-2x-3 =12x.Entonces: 4x% —12x +9 = (2x — 3)2.
cuadrado): 2 - 2x - 3 = 12x.

Entonces: 4x? — 12x + 9 = (2x — 3)2. Analogamente:

2)25x2 + 20x + 4, también es un t.c.p., por los mismos motivos
descriptos mas arriba; entonces: 25x% + 20x + 4 = (5x)2 + 2 -
5x -2+ (2)% = (5x + 2)?
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Siambos términos cuadraticos son negativos, se debe sacar factor comun

(-1):

—9x% +24x — 16 = — <9x2 - 24x + 16) =—(Bx—4)*?

2:3x-4

Método para Completar Cuadrados:

Cuando se presenta un trinomio cuadratico que no es un t.c.p., se puede

.2

transformar la expresipn en un t.c.p. mas un numero.
Dada la expresion: gx“ 4+ bx # ¢ analizaremos los siguientes casos:

Sia = 1,sesumay seresta [g]

1) Del trinomio: ¥ rdx -3 , tomamos el coeficiente del término lineal: b = 4 , asi que

[E\ =[i\' =2%=4.Finalmente x%+4x-3=(x+2f -7
2) 2/

[l

, 1 3 501 1 1 3 , 1 1y 25
2) X' H—x——=xX"+-X+————= . X +—Xx——=|x+—| ——
2 2 2 16 16 2 2 2 16

Si @ # ]sesaca factor comiin v e procede de igual manera.

. (x=5) i
227 -20x+8=2(r"-10x+4)=2- x> - 10x+25-25+4 |= 2[(1*—5}‘—21]

Finalmente: 2x>—20x+8=2-(x—5) —42
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t.c.p.

a)x2—4x+2=<x2—4x+4>—4+2=(x—2)2—2

t.c.p.

b)y2—12y+8=<y2—12y+36>—36+8=(y—6)2—28

Diferencia de Cuadrados (d.c.):

Cuando se presenta la diferencia entre dos monomios, cada uno de ellos
elevados al cuadrado, se los factorea como el producto de dos binomios

conjugados.
a’?—b* = (a—b) -(a+b)
S —
BINOMIOSCONJUGADOS
El proceso inverso de este es el siguiente.

1)4x? — 25y% = (2x)? — (5y)% = (2x — 5y) - (2x + 5y)

& 4x? — 25y2 = (2x — 5y) - (2x + 5y)

2)9x% —4y? + 4y — 1 = (3x)? — 2y — 1)?
=Bx—-QRy-1]-Bx+2y—-1)

29x%2 —4y? +4y—1=0Bx—-2y+1)-Bx+2y—1)

Importante:
a® + b> NO SE PUEDE FACTOREAR

Producto de dos binomios conjugados:

(a=b)-(a+b)=a%-b?
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| EEmeo

1)(2x — 5y) - (2x + 5y) = (2x)? — (5y)? = 4x? — 25y?

o (2x = 5y) - 2x + 5y) = 4x? — 25y?

2)[3x =y — D] [3x+ 2y — D] = Bx)* = (2y — 1)?
=9x% —4y? +4y —1

2Bx—2y+1)-GBx+2y—1)=9x%2—4y? +4y—1

Factoreo por Grupos:

Si una expresion algebraica tiene cuatro términos o mas, con elementos
comunes en algunos de ellos, se la puede reducir agrupandolos
adecuadamente y luego factorear utilizando los métodos anteriores.

) & —a*b—ab*+ b fa:(a—?]—b:(a;af(a—b]-(a: -5 ]E(n—b]-(a—b]-(a+b

fe. fe. de.

N

nd—ab—abr + b =(a-b)-(a+b)

2) 9x? —4.1': +4j':—:: 59&'1 - (4;': —4;':+::)
fe.
= 9x* —(2.1'—5):
fe.p.
=[3x—(2y—z)]-(3x+2v-z)
de
S 9xt - 4.1': +4yz -2 =(3x+ 2y+ z)- (3x+21'— z)

Cubo de un binomio:

Su desarrollo es un cuatrinomio cubo perfecto

(a+b)¥P®=a®>+3-a®>-b+3-a-b?>+b3
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(a—b)®*=a*-3-a>-b+3-a-b*>->b3
(a+b)®*=(a+b) - (a+hb)?>=(a+b)(a®+ 2ab + b?)

(a=b)*=(a—-b)-(a—b)*>=(a—>b)-(a?—2ab + b?

DERx+y)3 =@x)3+3-2x)2-y+3-2x)-y2 +y3
=8x3+12x?-y+6x-y?+y3
2)(z71=3v)2 =272 -9z 2v + 27z W2 - 273

Trinomios de la forma:
ax?+ bx+c

Para descomponer en factores polinomios de este tipo se usa la féormula
de Béskara, que sirve para encontrar las raices de una ecuacién
cuadratica homogénea: ax? + bx + ¢ =0

_ —b+yb?-4ac
X2 = 5o

~ Para determinar qué tipo de raices tiene la ecuacion, se debe
analizar el discriminante de esta expresién, que es: b2 — 4ac
Pueden presentarse los siguientes casos:

Sib? — 4ac > 0 = 3 2 raices R distintas: x, # x,

Sib? — 4ac = 0 > 3 2 raices Riguales: x;, = x,
Sib? —4ac < 0= A raices R

Luego el polinomio expresado en forma factoreada es el siguiente.

ax?+bx+c=(x—x) (x—x)
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m

actorear

1)x? + 3x — 10, para Factorear esta expresién buscamos las
raices de la ecuacién
x% 4+ 3x — 10 = 0, usando la férmula de Baskara:

= -3+/3%2-21.(-10) _ -3+7 _ (X = =5
12 21 2 Xy =2

2x?43x-10=(x—(-5)) - (x=2)=(x+5) - (x — 2)

2)2x*4+8x—10 ~ 2x* +8x—10=0= x;,
_ —8+82-4-2-(-10) —-8+12
B 2.2 T4

{2z;s.'.2x2+8x—10=2-(x—(—5))'(x_1)

Finalmente: 2x2+8x—-10=2-(x+5)-(x — 1)

3)—3x2+3x+6~ —3x3x+6=0=x,
—-3+,32-4-(-3)-6 —-3+9 {x1=2
= = =
2(_3) —6 X2=—1
w=3x23x+6=-3-(x-2)-(x—-(-1))=-3-(x—2)-(x + 1)

4)3x% —12x+12 ~ 3x* = 12x+ 12 =0= x;,
12412 —4-3-12_ 1240

2:3 6
W 3x2—12x+ 12 =3 - (x — 2)?

Sx =x, =2

2++vV22-4-1-8

5)x*—2x+8.x?—-2x+8=0=>x, = 51

_12+v-12
=

>x, &R
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Descomposicién factorial de polinomios de grado mayor o
Igual
que dos

Para factorear un polinomio de grado mayor o igual que dos debemos
determinar sus raices (nimeros que hacen que el polinomio valga cero).
Para hallarlas podemos apelar al teorema de la raiz racional de Gauss, que
dice que si un polinomio tiene raices racionales, es posible encontrarlas
entre los divisores del término independiente (&,), y entre los cocientes
que forman esos divisores con el coeficiente principal (ao/an).

Para saber cuales de esos valores son raices del polinomio,
aplicamos la regla o método de Ruffini debiendo dar cero (0) el Gltimo
coeficiente de la divisién.

Cada una de las raices encontradas formard un factor del
polinomio de la forma (x - raiz).

Lo analizaremos de la manera siguiente.

P(x) =4+ 2x* — x3 — 2x — 6x?

Teorema de las raices racionales de Gauss
Si tenemos la ecuacién polinémica con coeficientes enteros:

ap-x"+a; - x" '+, . +a,_;-xt+a, =0,
Con: ayya, numeros enteros y distintos de cero, entonces sus posibles

divisoresdea,,
" divisoresdea,

raices racionales cumplen la condicién
, aplicando este conocimiento a nuestro ejemplo:

an =4, luego, los divisores son: 1;-1; 2, -2, 4 y -4
d  =2; luego, los divisores son: 1 - 2 y -2

Posibles raices del polinomio: a,/ 01, -1, 2, -2, 4, -4, 1/2.y -1/2
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El polinomio puede ser divisible por algunos de estos binomios:

(X-1), (X +1),(x-2), (x +2), (X +4),(x-4),(x-1/2)y (x +1/2).

Se elige un factor de prueba (por ejemplo: x-2) y se divide el polinomio en
el binomio:

(x-2), para esto se puede aplicar la regla de
Ruffini.

(4 +2x* —x3 — 2x —
6x2):(x — 2)

Regla o método de Ruffini

Como ya se dijo, este método sirve para dividir un polinomio en un
binomio de la forma (x-a), siendo ala posible raiz. Consiste en desarrollar
los siguientes pasos:

1°) Poner el polinomio dividendo, completoy ordenado.
P(x) =4+2x*—x3—2x—6x?=>P(x) =2x*—x3—6x2-2x+4

2°) Ubican los coeficientes del polinomio en una fila y trazar una cruz,
como se indica a continuacién. Del lado izquierdo de la cruz se ubica el
coeficiente de prueba:

2-1-6-2 4

3°) Se “baja” el primer coeficiente, como indica la flecha,

4°) Luego se multiplica el coeficiente de prueba, ubicado en el angulo
superior izquierdo por el coeficiente que se bajé (2x2=4) y

5°) Se coloca este numero por debajo del segundo coeficiente del
polinomio dividendo;
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6°) A continuacioén se la suman los nimeros de la misma columna (-1+4=3)
y se lo coloca debajo.

7°) Se continta multiplicando el coeficiente de prueba, del angulo
superior izquierdo, por el nimero obtenido en el paso anterior (2x3=6) y
se lo coloca debajo del coeficiente que sigue del polinomio dividendo.

8°) Se repite la operacién hasta terminar con los coeficientes del listado
superior.

Pueden darse dos posibilidades:

Que el Gltimo nuimero obtenido sea cero (0), significa que la division es
exacta, entonces, el namero de prueba es raiz del polinomio y los
numeros obtenidos en el renglén ultimo son los coeficientes del
polinomio cociente, que es un grado menor que el polinomio dividendo.

(x*—x3—6x?—2x+4):(x —2) =2x3+3x2 -2

Que el ultimo nuimero obtenido sea distinto de cero (# 0), significa que
la divisiébn no es exacta; entonces, el nimero de prueba NO es raiz del

divisores de a a,=—2=>1,-152y-2 1 1
e Al -L2-2; -y - —
divisores de a, a,=2=>L-12y-2 2 2

polinomio y hay que probar con otro coeficiente.

Este método se puede aplicar sucesivamente, si el polinomio cociente es

de grado mayor o igual a dos.

En nuestro ejemplo, el polinomio cociente es: 2x3 + 3x? — 2, de
grado 3. Aplicando nuevamente el teorema de Gauss y la regla de Ruffini,
tenemos:

Ninguno de estos valores es cero del polinomio (haga la prueba),
por lo tanto, este polinomio que queda como factor irreductible (n10 tiene
raices reales): 2x3 + 3x? — 2.

Entonces, el polinomio factoreado es el siguiente.

P(x)=2x*—x3—6x2-2x+4=(x—-2)-(2x3+3x2-2)
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EJEMPL

O 2: Factorear
P(x)=2x3-3x2-11X + 6

Divisores del término independiente (@,=6): 1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, -6
Divisores del coeficiente principal (2,=2: 1, -1, 2, -2
Posibles raices del polinomio: 1,-1, 2, -2, 3,-3, 6, -6, 1/2, -1/2, 3/2, -3/2
El polinomio puede ser divisible por alguno de estos binomios:
(x-1), (x +1),(x-2), (X +2), (X +3),(x-3), (X +6),(x-6), (x +1/2), (X~
1/2), (x + 3/2) 6 (x - 3/2).

Elijamos uno, por ejemplo el -2:
2-3-116

2| -4 146
2 -7 3 0 Resto: 0, entonces x=-2 es una raiz del polinomio.

El polinomio Cociente: 2x? - 7x + 3. Este polinomio es de segundo
grado, hay que factorearlo; podemos buscar las raices con
Gauss, usar la férmula de Bascara, o completar cuadrados. Voy
a seguir con Gauss:

Posibles raices: 1,-1, 3, -3, 2, -2, 1/2, -1/2, 3/2, -3/2.
Elijo dividir por (x - 3):
2-73

3 6 -3

2 -1 0Cociente: 2x - 1; Resto: 0, indica que x=3 es otra raiz
del polinomio.
Finalmente: P(x)=2x3-3x2-11X+6 = (X +2).(x-3).(2x-1)

EJEMPLO 3: Coeficiente principal igual a "1".

El proceso se acorta.

P(x)=x*-15x? + 10X + 24
d0=24:1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6,8,-8,12,-12,24,- 24
a,=1:1,-1

Posibles raices: 1,-1,2,-2, 3,-3, 4, -4, 6, -6, 8, -8, 12, -12, 24, -24. Pruebo
con (x +1)

10 -1510 24
141 1 14 24

1-1-1424 0 g porahora gueda: (x +1).(x3 - X2 - 14X + 24)
Ahora factoreo x3- x?- 14x + 24. Las posibles raices son las

mismas, porque el coeficiente del término principal es 1y el
término indenendiente es el mismo: 24. Pruebo con (x -2)
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1-1-14 24
2 2 2 -24
1 1:12 04 Queda: (x +1).(x - 2).(x? + X - 12)

Factoreo el Gltimo cociente, que es de segundo grado; sigo con
Gauss. Las posibles raices son los divisores de 12:1,-1, 2, -2, 3, -3, 4,
-4, 6,-6, 12, -12. Pruebo con (x - 3):

1 4 0
Finalmente: P(X) = X*-15X% + 10X + 24 = (X + 1).(X - 2).(X - 3).(X + 4)

EJEMPLO 4: Factorear: x’+4x>+x—6
Los submultiplos de -6 son: -1; 1; -2; 2; -3 y 3. Pruebo con (x-1)
141-6

1] 15 6
156 0Queda: x3+4x2+x—6=(x2+5x+6)~(x—1)

—5+4/25-24 —5+1 2{x=—3

2 2 2
Finalmente: x* +4x* +x—6=(x—1)-(x+3)-(x+2)

x=-2

Simplificacién de expresiones algebraicas

a) Con monomios en ambos términos de una fraccién:
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b) Con binomios en ambos términos de una fraccién:

(x+a) (x—2)
REeEY)
(x—1)-(x+b)-(x—c)-(x—2)_x—c

(x—1)-(x+b) (x—2)2 Tx-=2

=((x+a)

c¢) Con polinomios en ambos términos de una fraccién:

4_3_ a2 a3 ) (2o (a1 (e
1) X 1.\ 2% _x [x" —x .._|:.\ [x" —x .._|:.\ (x+1)-(x -]:\{.\__'_1
X —2x x-(x=2) (x=2) (x—2)
1-1-2
2 2 2
110
o ¥ 105425 (x5 x5
o —8x+15  (x=5)-(x—3) x-3
) _IOin-'lOO—lUO_:_ ) _8i«1'64—60_8i2__]’-1'=3
A e et it IO
4 1 3 o I e oo .
3) m1-n m w1 _m nlm” —n _|:m (m—mn) [m-H?]=m-[m—r:r]=m‘—m-i?
m-nt+tm-n* m-n-(m+r?) [m+i:r]
n .\':.1':—2.1':.1':+.1'.1':_.\'.1':{.\':—2.\'+l-]_ [.‘\'—l]1 _x-1
ryi—xly? Pyix-1) xx-1) x?
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Segunda parte
Elementosdetrigonometria

Las funciones trigonométricas son de gran utilidad en distintas
disciplinas, desde las ingenierias hasta las ciencias médicas.

Por tal motivo las trataremos detalladamente.

Sistema sexagesimal de medicion de 4ngulos
A

En este sistema se considera a la
circunferencia dividida en 360 arcos

iguales. Al &ngulo central correspondiente
a uno de estos arcos, se le asigna un valor 0°

llamado grado. 5 YIS
Luego, la circunferencia mide 360 \/
grados y se simboliza: 3602 Un grado se

divide en 60 partes iguales llamadas
minutosy un minuto en 60 partes iguales
llamadas segundos.
Circunferencia= 3609 1°=60 7 1°=60"

En trigonometria trabajaremos en un circulo “C’, cuyo centro
coincide con el origen de un sistema cartesiano.
Siempre comenzaremos a medir los angulos en este circulo a partir del
semieje positivo OX.

Se considera que los angulos son de valores positivos (+), cuando
el giro es anti-horario (contrario al giro de las agujas de un reloj). Por el
contrario, si el giro es horario, los &ngulos son negativos (-)




34 Nociones de algebra elemental

o
>

0
= 360° X

0 3600 X

o
~—
(==
=
/o\‘

Sistema circular de medidas

La longitud de la circunferencia es:
L A7 /2

=27 R, siendo R su radio.
Entonces, en este sistema se considera a
la circunferencia dividida en arcos
iguales de 27 veces la longitud del
radio (A. Al angulo central
correspondiente a uno de estos arcos, se
le asigna un valor llamado radidn.

| radian

y
>~<‘

27

3
= N
=
=)

Luego, la circunferencia mide 2

. 37/2
radianes.

Funciones trigonométricas.

Definiciones

Consideremos un circulo “C" y un punto Pl y) que se mueve sobre la
circunferencia y determina en un instante dado, un angulo central que
llamaremos ¢ .

Es decir que relacionado con el angulo & hay tres elementos
geométricos:
X. abscisa del punto P
y. ordenada del punto P
R Radio de la circunferencia C.
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Podemos entonces plantear 6 relaciones con estos elementos:
) X ) R R X

—, ~——, — ysusreciprocos: —; —; —

R R X y X y

Con las relaciones anteriores definiremos las funciones, aunque no de
una manera formal:

DEFINICIONES: AV
P
y ordenadas x abscisas R
seng ==, ————;c0sQ@ = —,————— sena y
R’ Radio R’ Radio
o\ y 0, X
0 2
y ordenadas cosa
tana ==, ————
x  abscisas
Y sus reciprocos
R Radio X Radio y  abscisas
cosecq =—, ————; sec@q=—, ——; cotanag=—, —————
v ordenadas R abscisas X ordenadas

Otra forma de definir las funciones trigonométricas es partiendo de
elementos de un tridngulo rectangulo.

_ Cateto Opuesto

se
Hipotenusa Hipotenusa
C 4d Cateto
cosar = ateto Aayacente Opuest
Hipotenusa
Cateto Opuesto x
tana =
Cateto Adyacente Cateto Adyacente

Los reciprocos se obtienen invirtiendo los elementos de las fracciones.
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Resuelve las situaciones problematicas, aplicando relaciones
trigonométricas.

1) Un poste eléctrico de 10 m de altura debe sujetarse con un
tensor desde su extremo superior, hasta el suelo. Si el tensor
forma un angulo de 60° con el suelo, ¢qué longitud tiene dicho

tensor?
sen60°= Cateto Opuesto _10 N
Hipotenusa c
Tensor
Poste e=10 __ 10 sy
500 sen60° 0,866

Longitud del tensor: c=11,55m

2) Una escalera de un edificio tiene un desarrollo de 5 m y un
angulo de inclinacién de 30°, como indica la figura. ¢A qué
altura llega?

5m cen30°= Cateto Opuesto RN

Hipotenusa 5
=x= 5-sen30°:5-%: 2,5

30°
\ Llega a la altura de:2,5m

3) Se debe colocar una rampa de 3,55 m de longitud para facilitar
el acceso a un edificio cuya entrada esta a 92 crm de altura. ;Qué
angulo forma la rampa con el suelo?

355m cena = Cateto Opuesto _ 0,92
2 Cm Hipotenusa 3,55
o sena =0,259 = o = arcsen0,259 = 15°

=0,259=

4) La sombra que proyecta una persona sobre el suelo es de 3,00
m, formando un angulo de elevacién de 30°. ;Qué altura tiene
esa persona?

£a300 CatetoOpuesto h
g =— = -

\_ CatetoAdyacente 3
300 h=3-tg30°=3-tg30°
=3-0,577
3m =173

Laalturadelapersonaesdel,73m
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5) Joaquin, de 1,60m de altura (del suelo a los ojos), observa un
pajaro posado sobre la punta de un poste; el angulo de
inclinacién de su mirada es de 60° y la altura del poste de 8,60
m. ;A qué distancia (d) estd Joaguin del poste?

CatetoOpuesto _ 8,60 — 1,60

tg60°=

" CatetoAdyacente d
_860-160_ 7 _ ..
T tge0e 1,73

Laids tancia deJoaquinalposteesde4,04m

37

Signos de las funciones trigonométricas

En el primer cuadrante (I)

(+)

—
+
~—

(+)

En el segundo cuadrante (II)
£ o4 R(+) x(=) »()

[ ~ (+)

sena =

cosa =

tana =

=
(=)
N <)
Ty,
2l mlx =<
/I—\
SN—
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En el tercer cuadrante (III)

(+)

4y
R (+)’ X (+)’ y (_)
Y (
/_\ sena 2 ( )
“ 0 x

0 T =— |+

\ R 7 2 cosa R ( )

1V tana = 2 (—)

X
Cuadro resumen
Cuadrant Angulo sena | cos | tga | cotga | scea | coseca
e o
O<a<I1/2
I 00c & <g0° (*) (*) (*) (+) | (+) (+)
m2<a<IT
/) 900< & <180° (+) (- (- (- (- (+)
mo | eI g m | m | e e
180°%< a <270°
3I1/2< a <2IT

v 2700< @ <360° (- (+) (-) (-) (+) 0
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Angulos axiales y 4ngulos notables

Angulos axiales son aquellos que en una circunferencia C su lado
terminal coincide con uno de los semiejes del sistema coordenado.

Ejemplos en el intervalo [O, 272]

\y y T

=)

= 4

0]

A -y

) LN
N

Angulos notables son aquellos que se usan con mayor frecuencia.
También se consideran notables sus multiplos.

| oeueo

en el intervalo [O, 27[].

3

2

B

Angulo notable Multiplos més utilizados

v ,
A }

a
\_

| =

=y
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N
o
w
=[5
N
°

=5
A‘§

1

Valores axiales y notables de las funciones trigonométricas

Son los valores numéricos que toman las funciones trigonométricas en
los &ngulos axiales y notables del primer cuadrante.

Angulo |0 |/ 4 | /3 /2
sena o /2 v2/2 | V3/2 1
cosa 1 v3/2 v2/2 | 1/2 o
tga o | v3/3 1 v3 oo
cotga o | V3 1 v3/3 o
seca 1 2v3/3 | V2 2 e
coseca oo 2 v2 2v3/3 1

Reduccién de d4ngulos mayores a un giro
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En los casos que los angulos sean mayores a un giro completo (2770 3609,
se los debe reducir a su correspondiente, menor que un giro, siguiendo el
procedimiento siguiente.

a>r= 2 =C+f
2 ;siendo B el resto de la divisién, que

~  coincide con el angulo reducido.

=C+p

a>360=

360°

| EEmRlo

) 815°= 815 [360°
2 = p=95°

T
- 74
2) a:ZiL:E: L :>ﬁ:3£
2 2r  Ax 131 2

3) a=630=630° [360°
R70e]1 = p=270

197
e 196
4 G V7 3 7 6 LT
3 27 67 s 3
217
-5 _ 21 4
S iU N T ) L)l R
2 27 Ar [1s 2

6)  a=-2905= 2905 36(°

259 8 = p=-25

Identidades y formulas trigonométricas que se utilizan

Identidad Trigonométrica sen” x+cos*x =1
fundamental: de esta se deducen:
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sen” x+cos’ x =1 1+tg°x =sec’ x 1+ cotg’x = cosec’ x
senx.cscx =1 cosx.secx =1 tgxcotgx=1
Identidades de suma y diferencia de 4ngulos:
sen(u+v) = senu.cosv+cosu.senv sen(u —v) = Senu.cosv—Ccosu.senv
cos(u +Vv)=cosu.cosv—senu.senv cos(u —Vv) =cosu.cosv+senu.senv
tg(,/,.,.y);M Zg(u_v):w

1—tgu.tgv l+tgu.tgv

Identidades de &ngulos dobles y medios:

,  1—cos2x ,(x) l4+cosx
sen2x =2senx.cosx sen" x=——— cos”| — |=
2 2 2
) ) ,  l+cos2x X l1—cosx
COs2x =cos” x—sen” x CcoS" X =—— gl —|=
2 2 senx
cos2x=1-2sen’x tgzx:ﬂ tg X|o_senx
1+cos2x 2 1+cosx
cos2x=2cos’x—1 Senz(szl—cosx tg2x = 2th2€
2 2 1-tg°x

Identidades de la suma y diferencia de senos y cosenos:

sena—senﬂ=2-sen[a_ﬂ}cos(a+’3)
2 2

COS @ —COS ﬁ:—Z-sen(a_’Bj.sen(—a+ﬂj
2 2

Identidades del producto, suma y diferencia de senos y cosenos:

1 1
Senu.cosv = E[sen(u +v) +sen(u—v)] COSU.COSV = E[cos(u +v)+cos(u—v)]

cosu.senv= %[sen(u +v)—sen(u—v)] senu.senv = %[cos(u —v)—cos(u+v)]
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Ecuaciones trigonométricas

Ecuaciones trigonométricas basicas

S
I

Ecuaciones Solucién en el Solucién general
Bésicas Intervalo [0,27]
sena =1 > {azZ az{z+2kn},k€Z
2 2
_ A
3 a=7 o 57
tga =1 > azs_n a—{z-i-an}U{T—i-an},kEZ
4
_ s
_1 " —{”+2k}u{5”+2k}kez
sena = E = 5_7_[ a = g T ? T¢,
6

[
{?4'2](7'[},]( eEZ

cosa =— = a
2

w
——
IS} IS}
Il Il

|'—‘O‘\I |
o =
B
Il

3T 3
sena = —1 > a=— a={7+2kn},kEZ
Jis
CI:E T
cosa=0 = { 3 a={i+(2k+1)ﬂ},kEZ
a=—
2
tga =0 = {Zig a={0+knl,keZ
_ a=0 _
seca=1 = {(X=27l' a={0+2kn},keZ

coseca =1 =

R
I
N

a:{g+ 2kn}, k€ Z

S
|

7
cotga=0 => a={5+(2k+1)n},k€Z

Q
[

wN |
N
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Tercera parte
Camposnumeéricos

Estads leyendo ahora mismo estas palabras. Tienes un sentido preciso del
‘ahora’, al igual que del ‘pasado” y del “futuro”. Tenemos una percepcion
muy clara del ‘flujo del tiempo’. Percibimos el tiempo como un continuo:
lo que separa dos instantes de tiempo es [. . .] tiempo. Dado un pequeno
Intervalo de tiempo, digamos un segundo, siempre podemos concebir
otro intervalo mds pequefno todavia, medio segundo o una
cienbillonésima parte de un segundo. ;Has pensado alguna vez hasta
donde es posible dividir el tiempo? Si aceptamos que el ‘instante” es lo
que no tiene duracion, parece dificil aceptar que el tiempo esté formado
por instantes. ;Debemos considerar entonces que hay una unidad
minima de tiempo, todo lo pequefia que queramos, pero que no se reduce
a un instante? Estards de acuerdo en que esa unidad minima de tiempo
seria algo asi como una unidad de tiempo ‘infinitesimal’. ;Cudntas
unidades infinitesimales de tiempo caben en un minuto? ;Un niimero
finito? ;Una cantidad infinita?

En el parrafo anterior podemos cambiar la palabra “tiempo” por
“espacio” e “instante” por “punto” y llegaremos a los problemas derivados
de la “infinita divisibilidad” del espacio. Tiempo y espacio son ejemplos de
“continuo”. Una entidad continua, un continuo, es lo que no esta roto ni
separado ni tiene huecos, lo que puede ser indefinidamente dividido sin
que pierda su naturaleza. Por ejemplo, un volumen de liquido, un
segmento, un movimiento o, los ejemplos mas inmediatos, el espacio y
el tiempol.

1 PEREZ GONZALEZ (2015). Cdlculo diferencial e integral de funciones de
una variable. Cap. 5.
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Niimeros reales

La Matematica es una ciencia que trabaja con nimeros; existen diversos
conjuntos numeéricos, pero a nosotros nos interesa estudiar el conjunto
de los Nuimeros Reales, pues a estos se circunscriben la mayoria de los
problemas y relaciones que se analizaran en las asignaturas que utilizan
matematica en las carreras universitarias.

El conjunto de los niumeros reales (R) es infinito (esta
compuesto por infinitos elementos) y ordenado (existe un orden entre
los distintos niimeros); a su vez, estd compuesto por otros subconjuntos
numéricos. Veamos el siguiente cuadro:

{ Naturales(N)

. Enteros(Z)< 0(Cero)

Racionales(Q) OpuestosdelosNaturales(—N)
kFraccionariosPuros (F)

klrracionales(l)

REALES(R)

Cada uno de estos subconjuntos que integran el cuadro, a
excepcién del cero, también tiene infinitos elementos.
Naturales: N={1; 2; 3; 4; 5; ..; ; n+1; ..}

Opuestos de los Naturales: -N={ ..; -5; -4; -3; -2; -1}

Enteros: Z={..; -5;-4;-3;-2;-1,0;1;2; 3; 4; 5; .., 1; n+1; ...}

Fraccionarios Puros: F. Estan formados por el cociente entre dos
numeros enteros primos entre si, distintos de cero, con el denominador
distinto de uno:

.. también es infinito.

La unién de los subconjuntos Z (Enteros) y F (Fraccionarios), es el
conjunto de los niimeros Racionales (¢, también es infinito.

El conjunto de los Irracionales (J), esta formado por nimeros que
no pueden ser representados por fracciones y tampoco son enteros,
también es infinito, algunos de estos son los siguientes.

V2 =1,4142135...; e=2,7182... 7 =3,1415926...;
=5 =-1,70997594.... /3 =1,7320508.... 17 =2.571281590658...
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La unién de los conjuntos Qu 7 es el conjunto de los niumeros Reales ‘R
Este conjunto infinito es ademas, llamado conjunto compacto, puesto
que entre dos nimeros R distintos, hay “siempre” otro R, tal propiedad
no se cumple en los subconjuntos nombrados.

A modo de EJEMPLO:

Entre el 1y el 2, hay infinitos nimeros reales: el 1,1, el 1,2; 1,3; 1,4, etc.
Si hacemos un zoom y acercamos la imagen sucesivamente, vemos que
podemos intercalar indefinidamente niimeros reales.

1,01 L

T
_[1,000001 ! R
171! 1,000001

Si bien esta no es una prueba matematica rigurosa, sirve para
darnos una idea de la imposibilidad que hay de nombrar al nimero real
inmediatamente préximo de uno dado.

Al conjunto ‘R, se lo representa graficamente por una recta
orientada, llamado Eje Real que esta compuesto en dos semiejes unidos
por el cero.

A la derecha del cero se representan los nimeros reales positivos
TR(+) y alaizquierda, los numeros reales negativos iﬁf—i

Sien estarecta marcamos un segmento cualquiera y lo llamamos
unidad, podemos ubicar hacia la derecha del cero todas las unidades, que
constituyen el conjunto de los nimeros Naturales y a la izquierda los
Opuestos de los Naturales.

Posteriormente, se puede graficar cualquier namero real en ella.

52 s 127 2 e =n
i

I I T [ I [ [ ——
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

1 I »

! "=

Vamos a obviar las definiciones axiométicas de los nuimeros
reales y solo enunciaremos la existencia de:

Elemento Neutro de la Suma: 0 (cero): SiacR=a+0=a
Elemento Neutro del producto: 1 (uno): SibeR=b.1=b

~ Veremos a continuacién algunos conceptos que se deben
dominar en este nivel de estudio y que no siempre estan expuestos con
claridad.
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No se puede dividir por cero

Cuando se divide cualquier par de nameros reales: a= 0,en b = 0,
el resultado es otro namero real:

a#0; biO.'.%:c, ceR

Ahora bien, cuando el denominador de una fraccién es cero,
siendo el numerador distinto de cero, todo cambia.

a0, b:O.'.% NO EXISTE

Tratemos de entenderlo con un ejemplo, que no constituye una
demostracién rigurosa.

1
Sabemos que P

no se puede realizar, pero si reemplazamos el denominador por
otro numero cercano a cero, por ejemplo 0,1 y dividamos:
1
— =10
0,1 1
Sidividimos en 0,01, todavia mas cercano a cero: =100

Si dividimos en 0,001, alin m4s cercano a cero: M__ 1.000
0.001

=100...0

0,00.1 = —~—
00..1

Si dividimos en 0,000...1, muy cercano a Cero:

n
Fuimos dividiendo sucesivamente por nimeros cada Vez mAs cercanos a
cero, sin tomar ese valor y observamos que el resultado es cada vez mas
grande (10;100; 1.000; ..1000...0; etc.); esto implica que cuando dividimos 1 (o
cualquier otro ntimero distinto de cero), en un namero muy cercano a
cero el resultado es muy grande: entonces ;qué pasa si el denominador
es cero? no se puede dividir en cero, pues tiende a infinito «

Division por infinito

Va e*R; ﬁ:()
o0

Razonando de manera similar a la anterior:
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1 1 1
—=0,1; —=0,01; ——=0,001;
10 100 1.000
1 1 1
=0,0001; ————=0,000...01; etc. .. —=0
10.000 1000...0 — o0
— n

n

Redondeo de un niimero

En diversas ocasiones aparecen numeros que tienen muchas cifras
decimales, dificultando su apreciacién. Por tal circunstancia es adecuado
redondear el numero, acotando la cantidad de cifras decimales a las
necesarias para la precisiéon requerida por este.

Se procede de la siguiente manera.

| mEeo

Redondear los siguientes nimeros a dos cifras decimales.

1) 234,45 89721985

Las cifras que estan a continuacién de la segunda cifra decimal,
son: 89721985, para redondear se considera la tercera cifra: 8,
gue esta mas cerca de 10; por lo tanto, el redondeo seré llevando
la segunda cifra a una unidad mayor:

234,4589721985 = 234,46

~—
2) 29,36416972

Las cifras que estan a continuacién de la segunda cifra decimal,
son: 416972, para redondear se considera la tercera cifra: 4, que
esta més cerca de 0; por lo tanto, el redondeo sera dejando la
segunda cifra sin variacién:

29,36416972 = 29,36

3) — 15,83 50121985

Las cifras que estan a continuacién de la segunda cifra decimal,
son: 50121985, para redondear se considera la tercera cifra: 5,
gue no decide si estd mas cerca de 10 o de 0; por lo tanto,
debemos analizar la cifra siguiente, que es: 1, estd mas cerca de
0, por lo que el redondeo serd dejando la segunda cifra sin
variacion:

—15,8350121985 = —15,835
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Notaciones decimal y fraccionaria

Sabemos que todo nUmero fraccionario puede ser representado
mediante notacién decimal, simplemente dividiendo el numerador en el

denominador:

3—0752—06666 =0,6
4_ 1 P3_ ’ e T )

Pero el proceso inverso no es siempre posible; no todo niimero
decimal se puede transformar en una fraccion. ;Por qué?; s;cuando se

puede y cuando no se puede?
No todo numero decimal se puede transformar en fraccién

porque en la representacién decimal se ubican los fraccionarios purosy
los irracionales, estos Gltimos no pueden ser reducidos a una fraccién.
Un ntmero decimal se puede transformar en fraccion cuando sus cifras

decimales son periddicas.

3 . 2
0,75000 = 0,75 = 7 0,6666...= 0,6 = 3

Un numero decimal no se puede transformar en fraccién cuando
sus cifras decimales son infinitas y No peri6édicas; en ese caso se trata de
un numero irracional:

1,4142135..=/2; 2,7182...=¢
3,1415926... = ; ~1,70997594... =3/ 5

Existe un método para transformar numeros decimales
periddicos en fracciones, pero no lo expondremos aca.
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Notacion cientifica

En muchas ciencias se utilizan con frecuencia expresiones numéricas en
notacién cientifica. Generalmente se expresan de esta manera las
magnitudes muy grandes o muy pequefias.

La notacidn cientifica utiliza potencias de 10. De esta manera se
minimizan los errores de interpretacién.

Cuando un nuimero es grande, se lo expresa con la primera cifra
seguida de los decimales necesarios, multiplicado por 10 elevado a una
potencia (positiva) correspondientes a la cantidad de cifras que se corrid
la coma hacia la izquierda.

1)2.000 = 2 - 1.000 = 3 - 103; 2)31.740 = 3,174 - 10.000 = 3,17 - 10*
3) — 4.250.000 = —4,25 - 10%;,  4)41.845.291 = 4,18 - 107

Cuando un nuimero es muy pequefio, se lo expresa con la primera
cifra entera seguida de los decimales necesarios, multiplicado por 10
elevado a una potencia (negativa) correspondientes a la cantidad de
cifras que se corri6 la coma hacia la derecha.

1)0,000075 = 7,5 - 0,00001 = 75 __ 75 _ 7,5-1075
)0, o 7100.000 105~ "

2) —0,0003564 = —3,56 - 107*

Entre los Reales, se pueden realizar diversas operaciones, que se
categorizan por ecuaciones e inecuaciones.

En cada caso, se deben atener a ciertas reglas de
transformaciones.

Ecuaciones

Definicién: Las Ecuaciones son igualdades entre dos expresiones
algebraicas.
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2x% +2
a)x®+2x*+x=0 b) . = 4x
1252 d)x? +2 = —3
o) T x+3 x B
Propiedades de las Ecuaciones:
Sia,byc € R, se cumplen:
Da=bea+c=b+c 2)a=bea-c=b-c;sic#0
N(azxb)-c=a-c+b-c 4)a + 0 = a; 0: Elemento neutro aditivo
5) a -1 = a; 1: Elemento neutro multiplicativo.
—a
6)VaE§R,EI%+(—a)=0 7a-0=0
8a:(—1)=—-a 9 —(-a)=a
10)a-(—b) =—a-b 11)(—a)-(-=b)=a-b
1
12)Sia # 0;3a™! = %- al=1
13)Siayb € R 22 yb # 0,4 — = — = —=
)Siay o2y T TS

Desigualdades

Definicién: Las Desigualdades son desigualdades entre dos
expresiones algebraicas.

Como ya se dijo, el conjunto r es un cuerpo ordenado, las
desigualdades permiten establecer estas relaciones de orden, que se
simbolizan de la manera siguiente.

>:mayor o igual que >:mayor que
<:menor o igual que <:menorque
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Desigualdades simples:

1) Se cumple solo una de las siguientes relaciones:
a<b; 6 a=b;, 0 a>b

2)Sia>b y b>c=>a>c

a>b=>atc>btc a>b=axc>btc

a<b=>azxtc<bzc; a<b=>axc<bxc

. Si a ambos miembros de una desigualdad se le suma, o resta, un
mismo numero, la desigualdad no altera.
Ha>byc>0=a-c>b-c; a=2byc>0=a-c=2b-c

a<byc>0=a-c<b-c; a<byc>0=a-c<bhb-c

Si a ambos miembros de una desigualdad se los multiplica, o
divide, por un namero positivo(+),la desigualdad no altera.
Sa>byc<0=a-c<b-c; a2byc<0=a-c<b-c

a<byc<0=a-c>b-c; a<byc<0=a-cz2b-c

Si a ambos miembros de una desigualdad se lo multiplica, o
divide, por un numero negativo (-), la desigualdad se invierte.

6) YaeR yn par, a" >0

Todo numero real elevado a una potencia par, da como resultado un
numero mayor o igual que cero.

7) a>0©l>0; a<0c>l<0
a a

Para todo nuimero real, distinto de cero, su reciproco mantiene el signo.
Importante: Importante: “Si a ambos miembros de una

desigualdad se los multiplica o divide por un nimero menor
que cero, la desigualdad se invierte”.

Desigualdades dobles o continuas

son de la forma:
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a<x<b=H+y as<x<b=Hy

Importante: El sentido de las desigualdades es a< x <b; al revés
a>x 2b, No es adecuado.

Generalmente no se trabaja con el conjunto completo de los
numeros reales, sino con porciones de este, en los cuales nos
interesa realizar cualquier tipo de analisis matematico. Estas
porciones de nimeros reales reciben un nombre especial.

Intervalos

Definicién: Un intervalo es un subconjunto de los R, cuyos elementos
estan entre dos niimeros reales ay b, talque a <b .

Se dice que ay b son los extremos del intervalo.
En el siguiente cuadro se resumen los distintos tipos de intervalos, con
sus respectivas representaciones.

Cuadro resumen de Intervalos

Nombre Notacién de No.taci(.')n Grafico
Intervalo Conjuntista
Intervalo o
e (a b) {xeR/a<x<b} a b
Intervalo [a b] {reR/a<x<b} | “a b
cerrado
xeR/alx<b - o »

Intervalos Z Z { } a b~
Semiabiertos ’ {xeR/a<x<bl

(coud] {xeﬂ{/xﬁa} > —»

(~0.a) {xeR/x<a} doe
Intgryalos (b,) {x ceR/x> b} <—]c)
Infinitos

X3 {xeR/x=b} 2

(—o0,00) {x /x e ER}
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Union de intervalos: U

El conjunto solucién estd compuesto por los elementos comunes y no
comunes a los intervalos a unir.

v

Importante: Cuando se debe cumplir una u otra condicién, hay
gue UNIR los intervalos..

Encontrar los valores reales de x que son mayores que I 0
menores o iguales que 4.

x>1ax< 4:(1, oo)ﬂ(—oo; 4]=(1; 4]

D O

Interseccion de intervalos: N

El conjunto solucién esta compuesto solo por los elementos comunes a
los intervalos.
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Importante: Cuando se debe cumplir una y otra condicién, hay
que intersectar los intervalos.

x>1ax<4= (1 o) (~o0; 4]=(1; 4] o =

Inecuaciones en una variable real

Definicién: Las /necuaciones son desigualdades entre dos expresiones
algebraicas. La condicién en este caso es que interviene solo una variable.

Se presenta a continuacién un cuadro con las inecuaciones que mas se
estudian y que analizaremos en este apartado.

x+1 x 13
; e @) 2x+3<0x-1; b +—=>—
Enteras: Lineales: ) ’ ) 5 6 10

Cuaditicas: ¢) x> +2x+1>0 d)x’—x<2

-

X8 _4<0 s
x—3

Fraccionarias: ¢€)
x—1

Inecuaciones

Continuaso oy _3<4x_9<]] h)2x—4<6-Tx<3x-2
Dobles:

El conjunto solucién (Cs) de una inecuacién en una variable real
“X’ es el conjunto de todos los valores reales que puede tomar “x”" para los
cuales se cumple la desigualdad. Para obtener ese Conjunto Solucién Cs,
es necesario realizar transformaciones matematicas (aplicando
propiedades de desigualdades), para llevar la inecuacién a una forma tal
gue pueda representarse mediante un intervalo o unién de intervalos.
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Inecuaciones Lineales:

Son desigualdades entre dos expresiones algebraicas, donde la variable

X aparece elevada a la primera potencia.
Para encontrar el Conjunto solucién de estas inecuaciones,

debemos agrupar los términos que contienen x, en el primer miembro y
el o los niimeros en el segundo miembro.

a) 2x+3<6x—1=-4x<—-4=>x>1. Cs=[l, »)
« f
2 -1 0 1 2 3 4 5 6
3 3 33
py PR I bx by IS 6539 xS ka3 O =(3,0)
5 610 30 11
— e —
2 1 0 1 2 3 4 5 6
Inecuaciones Cuadrdticas:
La variable xaparece elevada al cuadrado.
) K H+2x+12 0= (x+ )P 2 0= Vae K, Cs = (—®, )
1 | | 1 | | —
2 1 0 1 2 3 4 5 6
, s +./ +3[x=-1
d) x —x=2=x —x-2=0_".x, =ﬂ =l_3-J i
: 2 2 |x=2

xe(-m, axe[-1, x)w
U s

xX€E [2= w)axe(—ow, -1

-

= x=2)Alx+120 :>.\-z—1]1

B

W
l[.\'—Z 20=>x=2)A(x+1=0 :>.\'5—1]J

el-12Ue=[-12]-.cs=[1.2]

-1 2

Otro EJEMPLO: ¢) x’+1<0=>x <-1gR .. Cs=D
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Inecuaciones Fraccionarias:

La variable x aparece en el denominador, también puede aparecer en el
numerador.

+
x8<

)] <4

x-1
Se debe tener en cuenta que el denominador de toda fraccién
debe ser distinto de cero. Luego, es conveniente llevar la
expresién a una inecuacién homogénea (que el segundo
miembro sea 0), y operar hasta despejar x.

x+8 x+8—4x+4 —3x=+12
—-420= 0= =0
x—1 x-1 x-1
(—3x+12€0=2x24)alx—-120=2x>1)
—3x+12
0w
x—1

(—3x+1220=x<4)alx-1<0=2x<1)

xefto)are(l =) I
= J (—, 1)U[4, ). Cs=(~=, 1)U [4, =)

xe (—e, 4]». xe(-oo 1)
T ; ) i i f !
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
2 2 22 a4 s
2 SN N S S Ix—x 320:_.1 3)0
x-3 x=3 x-3 x—3
[2x+3 zu:nz—%],« (x-350=x>3)
20 n
x=3 - \ )
l2x+320=x<-34)n(x-3<0= x<3)
.\'e[—%__ ac]/«. xe(3, =) l
=3 . J {3, o )U [— ®, — %].'.C's=[— w, — %]J[E__ x|
xe [—:c_. —%]x«..\'e[—x: E:J
- 4 0 X

_% 3
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Inecuaciones Continuas o Simultidneas:

Cuando aparecen tres miembros. Situacién que no se da en las
ecuaciones.

Existen distintos tipos:

Caso 1: Cuando en el 1# y 3 miembro solo hay numeros y la
variable xesta solo en el término central, por lo tanto es posible trabajarla
sin separar la expresién, como veremos a continuaciéon.

h) —3<4x-9<11
—3S4x-9<ll1=>-3+9=4x-9+9<11+9=06<4x <20
Dividimos miembro a miembro (m.2.m.) por 4:|

- ') AY A
ES4—'\<£=>ES.\'<S=>.\'G[E;S l.-. C's=|:3;5 |
171 1 2 777 27
+ i 3 >
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Caso 2: Cuando hay expresiones algebraicas en dos o en los tres
miembros. Es aconsejable separar la expresion en dos inecuaciones
simples, resolverlas por separado obteniendo los conjuntos solucién de
cada una y luego intersectarambas soluciones para obtener el Cs:

(1) 2x-456-7x> xs?

i) 2x—456-Tx<3x—-2={n

=

(2)6-Tr<3x-22>x>-

eSS 3
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Entorno de un namero

Este conocimiento es necesario para comprender el concepto de limite de
una funcién en un punto. Su interpretacién es similar a la utilizada en el
ambito social; cuando te piden que definas tu entorno de amigos, puedes
definirlo tan pequefio o tan grande como decidas; si te refieres a los
amigos mas cercanos, sera de tres o cuatro, pero si incluyes a los
compafieros del colegio, a los del barrio, etc., entonces dicho entorno
puede variar. Lo mismo sucede con el entorno de un nlmero real.

Si definimos un ntimero real 4 y un nimero positivo A; se llama
eg_tomo de centro g y radio A, y se lo denota con N(g, A), al intervalo
abierto:

New =(a—h, a+h) o bien
N(a,h)z{xeSR/a—h<x<a+h}, o
Nw = {x € §R/|x—a| < h}
o—' —e—" o
< 4 i +
a—nh a a+h

Entorno Reducido de un ntimero:

Es el entorno N(a,4), al que se le suprime el valor de x=a.
En el entorno de amigos que definimos mas arriba, el entorno
reducido estard compuesto por todos tus amigos, menos tu.

Si definimos un nuimero real 2 y un namero positivo A; se llama entorno
reducido de centro ay radio A, y se lo denota como N *a,4), ala unién de
intervalos abiertos:

)(ka,h) =(a—h, a)u(a, a+h)o bien

xeR/a—h<x<a+hconx#aj, ¢
xeiR/O<|x—a|<h}

o h O h o)

1 I I v
a-h a

(a,h)

(a,h)

N
N
N
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Exprese en notacién de conjunto un entorno reducido del
punto 3y deradio 0,1

N*(3;0,)={xeR:3-0l<x<3+0,] x=3}
N*(3;0)={xeR:29<x<3]1 x=3}
X

20
98] ¢
20

De los conceptos expuestos, el que méas nos interesa por la aplicacién que
tendré en el estudio de limite de una funcién, es este ultimo; por tal
motivo proponemos ejercitacién sobre él

Valor absoluto o médulo de un nimero real

| x>0
Definicién: Vx e R; |x|:{ixsii)§c<0 " ‘x‘:\/x_z

De aqui podemos sacar dos primeras conclusiones:

VxeiR:|x|20 y |x|=|—x|

DBl =3 2)|0] =0 3)|=5l==(=5) =5

Representacion geométrica

Para todo nuiimero real x, el |x| representa geométricamente la distancia
del origen a x.
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Principales propiedades del valor absoluto de un niimero real

Si x, y €M, secumplen:

Dix|=0x=0 ) |x-yl=lxl-lyl 3 lx+yl<Ilx|+]yl
Hlx—yl<lxl=lyl Slx-yl=ly—x]  6)vx?=Ix|

Equivalencias mas usadas

|x|£a<:>—a£x£a; xe[—a, a]
|x|2a:>{x£_a; xe{(—oo, —a]U[a, oo)}

x=a

NOTA: Estas equivalencias también se cumplen para:
<ae-a<x<a; xe(-a, a)

|x|2a:>{x£_a; xe{(—oo, —a)U(a, oo)}

xza

expresar en forma de desigualdad, de intervalo o unién de
intervalos y graficamente.

) f<2e-2<x<2.xe(-2,0)U(0,2)

o & ® .

-2

=)
[\

2) f-2|<5e-5<x-2<5& -3<x<T7.xel-3,7]
2 N x

—o- ¢ -0—>

-3 2 7




CAPITULO 2
Nocionesdegeometriaanalitica plana

Introduccién

El presente capitulo incluye los contenidos elementales de la geometria
analitica plana, describiendo la composicion del plano cartesiano y en él
las representaciones e interpretaciones de los elementos geométricos.

Sumario:

- El Plano Real - Sistema de ejes coordenados cartesianos. Par
Ordenado de Numeros Reales. Punto en el Plano Real.

- La linea recta. Definicién. Angulo de inclinacién de una recta.
Pendiente de wuna recta. Condiciones de paralelismo vy
perpendicularidad entre dos rectas. Ecuaciones de la recta.
Ecuacién general. Rectas no verticales. Ecuacién reducida de la
recta. Recta vertical. Ecuacion de la recta conociendo uno de sus
puntos Gcl, ylf y su pendiente m. Interseccién entre dos rectas,
métodos.

- Nociones elementales de conicas.

- Circunferencia. Definicién. Ecuacién canénica de la
Circunferencia. Ecuacién ordinaria de la Circunferencia.
Ecuacién general de la Circunferencia. Ecuacién que no
representa una Circunferencia.

- Elipse. Definicién. Método del jardinero. Ecuacién canénica de la
Elipse. Elipse con centro C(0,0)y eje focal coincidente con el eje
OX. Elipse con centro C(0,0)y eje focal coincidente con el eje OY.
Ecuacién ordinaria de la Elipse. Ecuacién general de la Elipse.
Ecuacién que no representa una Elipse.
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- Hipérbola. Definicién. Ecuacién candnica de la Hipérbola.
Hipérbola con centro C(0,0)y eje focal coincidente con el eje OX.
Hipérbola con centro C(0,0)y eje focal coincidente con el eje OY.
Ecuacién ordinaria de la Hipérbola. Ecuacién general de la
Hipérbola.

- Parabola. Definicién. Ecuacién canénica de la Pardbola de eje
vertical. Ecuacién canénica de la Pardbola de eje horizontal.
Ecuacién ordinaria de la Parabola. Ecuacién general de la
Parabola.

- Método para identifican las cénicas. Cuadro resumen.

- Interseccién de rectas con cénicas.

El plano real

La representacién grafica de puntos, lineas o figuras planas; se realiza en
el Plano Real que estd formado por dos ejes Reales dispuestos
perpendicularmente uno respecto del otro que coinciden en el origen.
Este sistema se llama

Sistema de Ejes Coordenados Cartesianos

Cada palabra de este titulo v,
tiene un significado preciso.
Sistema significa que esta
compuesto por dos, en este
caso, ejes.
Ejes. se trata de ejes Reales.
oordenados. siguen un
orden: 1 xy 20 y
Cartesianos. porque fue el
ran filésofo, matematico,
isico, etc, René Descartes
quien lo definié.

La representacion de un punto en el Plano Real est4 dada por un:

PAR ORDENADO DE NUMEROS REALES: (x, y)

<

PUNTO EN EL PLANO REAL
En general: (%, y)#(y, X), 0 sea: (2, 5)#(5, 2)



64 Nociones de geometria analitica plana

| oEeo

1) Representar en el e
Sistema cartesiano los
siguientes Pares .
Ordenados: A(-2, 1); B(3, -4); ¢

C(0,3); D(2,2); E(-1,-3); F(1/2, - ‘

3); G(1, -2) y H(3, 0). B
Solucion grafica:

2) Determinar los pares ’
ordenados de numeros
Reales que corresponden a
los siguientes puntos del
plano.

Solucién:

IA((-l: %); B(7; 3); C(3; 3); D(-6; 1); E(-5; -4); E(1, -1);G(-4; -4); H(6; -2);
6; 0);

J(0; -6); K(0; -3); L(0; 4); M(-3; 0).

Lalinearecta

Definicién:

En aeometria euclidiana. 1a recta o 1a linea recta es una linea aue se extiende
en una misma direccién. por lo tanto tiene una sola dimensién v contiene
un numero infinito de ountos. Dicha recta también se puede describir
como una sucesién continua de puntos extendidos en una sola direccién.


https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_euclidiana
https://es.wikipedia.org/wiki/Orientaci%C3%B3n_(geometr%C3%ADa)
https://es.wikipedia.org/wiki/Punto_(geometr%C3%ADa)
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Angulo de inclinacién de una recta

Se llama angulo de inclinacién de una recta y se lo denota con «, a la
medida del menor dngulo no negativo, cuyo lado inicial es el semieje OX
y que tiene su lado terminal sobre la recta dada o paralela a esta.

EJEMPLOS: o v

Pendiente de una recta

La pendiente de una recta es la tangente trigonomeétrica del angulo de
inclinacién o« deellay se denota por m =g«

De esta definicién podemos plantear, que la pendiente de una recta

puede tomar valores entre —00 y +00; siendo m =0 si la recta es
horizontal, o sea, paralela al eje OXe oo, cuando la recta es vertical.

y ol

) m"=0
2 m =tg% =1 m'=+0
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Condiciones de paralelismo y perpendicularidad entre
dos rectas

1) La condicibn necesaria y 2) La condiciébn necesaria y

suficiente para que dos rectas suficiente para que dos rectas

sean paralelas es que sus sean perpendiculares es que el

pendientes m sean iguales. _prodlucto de sus pendientes m sea
igual a -1

N

p

Si dos rectas son paralelas, no se intersectan nunca.

Las rectas coincidentes son aquellas que tienen la misma pendiente y la
misma ordenada al origen. En las rectas superpuestas o coincidentes, la
ecuacién de una es multiplo de la otra ecuacién.

5 4 y=—x+1
\ o 2x+2y=2
1/ y=x+2 1\

2x_2y=_4 -3 -2 -1 0 1 2 3
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Ecuaciones de Ila recta

Ecuacién general: Es de la forma: Ax+ By+ C = 0. Es una ecuacién de
primer grado en las incégnitas x e y. Ay By C son numeros reales
cualesquiera y se los llama coeficientes. A y B no pueden ser cero
simultaneamente.

A#0 y B=0, ¢

B#0 y 4=0

Puede suceder:

3x-5y+2=0

Rectas no verticales

Ecuacion reducida de Ia recta

Es de la forma: f(x)=mx+b

Con “m"y ‘b’ numeros reales.

Sim #0,1a grafica es una recta oblicua.

Sim =0,1a grafica es una recta horizontal.

b: ordenada al origen; es el punto de interseccién de la recta con el eje

v
Al valor m: pendiente de Ia recta (coeficiente del término lineal), indica
lainclinacién de la recta:

Ay variacion en y

Ax  variacion en x
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a) y=2x+1 » //
/
/
1 2
V.4 [
O<a< 5 /7/72% 7 \
1 .y
b)y:_Ex""Q ( 2
0, " ﬁ 1,
-1 )
m | J— . - H X
2 |k
“<a<nr
Recta horizontal:

Recta vertical:

I

Ejemplo: f(x) =2
m=0=>a=0°
‘b=2

Esdelaforma x=k; keR
Ejemplo: x =2

2 r
s

Ecuacion de la recta conociendo uno de sus puntos (Xl, yl) Yy su
pendiente mz.

y_y1:m'(x_x1)
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1) Hallar la ecuacion reducida de la
recta que pasa por el punto (0,0) y
tiene pendiente 1.

Luego grafiqguela en un sistema
cartesiano.

y-0=1-(x-0)= y=x

m=1l=—-; b=0

1
!
1

2) Hallar la ecuaciéon reducida de la
recta que pasa por el punto
(—1,-3) y tiene pendiente 2. 5
Luego grafiquela en un sistema
cartesiano 2

y(3)=2(e ()= )

=>y+3=2x+2=> 5

=>y=2x-1
2
1

m=2=—; b=-1 21

3) Hallar la ecuacién reducida de la ¥
recta que pasa por el punto (1,1) y
tiene pendiente —1.
Luego grafiquela en un sistema
cartesiano.

y=(=3)=2-(x-(-1))=

=>y+3=2x+2>

=>y=2x-1

2
1

m=2=

;. b=-1
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Interseccion entre dos rectas

Es comln en problemas de &lgebra lineal, de
geometria analitica y de estudio de funciones, el 3
planteo de encontrar la solucién de un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas; esta
situacién es equivalente a encontrar la interseccién
entre dos rectas.

Dijimos anteriormente que dos rectas paralelas no se ;
intersectan nunca, o bien, se puede decir que se ﬁ x
intersectan en el infinito. ViR
En el caso que dos rectas no sean paralelas, existira -
solo una interseccién, que sera un punto del plano real: Plx, y).

Existen cinco métodos para encontrar la interseccién de dos rectas, que
sera la solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas. De los cinco métodos, veremos solo 3, por considerar que son
los de mayor aplicacién.

Los expondremos por medio de los ejemplos siguientes.

Hallar la solucién del siguiente sistema de ecuaciones lineales:
2x—y=1
y+x=2

Método 1: De igualacién.

- Se procede a despejar “y”en ambas ecuaciones, quedando
las ecuaciones (1) y (2).

- Luego se igualan ambas ecuaciones, ya que son iguales a
“Y”y se despeja el valor de x”.

- Finalmente se reemplaza el valor de x”en cualquiera de
las dos ecuaciones (1), o (2) y se encuentra el valor de "

Siendo la solucién el par ordenado: Prx, y).
{;er;y::Zl {z _ 3112((12)) ~()=@) >2x-1=-x+223x=3>x=1
(Dy=2-1—1=1 = Solucion: P(1;1)
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Meétodo 2: De sustitucion.

- Se procede a despejar una variable (por ejemplo x)
en una ecuacién y reemplazarla en la otra.

- Deeste modo queda armada una ecuacién lineal en
una variable y, que si tiene solucién, es la ordenada
del punto de interseccién de las dos rectas.

- Finalmente se reemplaza el valor hallado de yen la
ecuacién inicial y se encuentra el valor de x. Siendo
la solucién el par ordenado: Px, y).

{Zx -y =1(1)

y+x=2Q2)=2x=2-y

~ reemplazandoen(1):2-2—-y)—y=1=>4-3y=1=>y=1
reemplazandoen(2):x =2 —1= 1« Solucién: P(1; 1)

Método 3: Grafico.

En un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas,
cada ecuacién esté representada graficamente por una recta y
la interseccién entre ambas, es la solucién del sistema, P(x, y).

2x—y=1 y=2x—1 ) .
{y+x=2 :{y:—x+2 T, N1 P(1;1)

Otros ejemplos:

1) Hallar la solucién del siguiente sistema de ecuaciones
lineales, aplicando el método grafico

{y+4:3x:>{y:3x—4 . (EE)
y+x=2 y=—-x+2""\2"2
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2) Hallar la solucién del siguiente sistema de ecuaciones
lineales, aplicando el método de sustitucién. Luego graficarlas
en un sistema cartesiano.

{y=2x—2
2y—4x=0=22-2x—2)—4x=0=>4x—4—4x=0=>—4 =04

-4=0, es una incongruencia matematica, lo que nos indica que
no existe interseccién entre las dos rectas. §Qué sucede?

Analicemos nuevamente

{y=2x—2 {y:2x—2
2y —4x=0 y =2x

E

/

Ambas rectas tienen la misma pendiente, son paralelas, por lo
que no tienen interseccioén.
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3) Hallar la solucién del siguiente sistema de ecuaciones
lineales, aplicando el método de igualacién. Luego graficarlas en
un sistema de ejes cartesianos.

1 1 ;
PRERARRIES L m:(l):(z):1x—2=2x+1:>%x=—3:>

v—2x=1 r=2x+1 (2)
=x=-2 Ly=2(=2)+1=-3 - P(-2;-3)
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Nociones elementales de cénicas

Se llaman curvas cénicas o secciones
cénicas, a todas aquellas curvas que se
obtienen cortando un cono con un plano.
Ya las estudiaban los griegos 350 a.C.
Muchos después, en el siglo XVI el
filbsofo y matematico René Descartes
desarrollé6 un método para relacionar las
curvas con ecuaciones. Este método es la
Geometria Analitica. (2) Wikipedia:
Perspectiva de las secciones conicas.

Las curvas cénicas son cuatro: Circunferencia, Elipse, Hipérbola
y Parabola.

Cada una de ellas responde a una ecuacion de 2° grado en las
variables x e y, y su representacion grdfica son los lugares geométricos
(puntos del plano), definidos por estas.

Circunferencia

Definicién: Es el conjunto de puntos de un plano que equidistan de otro
punto fijollamado centro. La distancia del centro a cualquier punto de
la circunferencia se llama Radio.

_ Su grafica resulta de cortar al cono con un plano perpendicular
asu eje.

Ecuacién candnica de la Circunferencia:

x% +y? = R?

Circunferencia con centro C(0,0)y radio R.

X+ =9
Circunferencia con centro 0
C(0,0)y radio R=3. -3 ‘ x
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Ecuacién ordinaria de la Circunferencia:
2 2
(x—h) +(y—k) =R’
Circunferencia con centro C(h,k)y radio A.

El centro de la Circunferencia estd desplazado del origen de
coordenadas.

TN

(x—4)?+(@wy+2)2=4 0 4 »

Circunferencia con / ’)\

centro C(4,-2) y radio R=2.

Ecuacién General de la Circunferencia:

x2+y2+Cx+Dy+E=0

Los coeficientes de x*e y? deben ser 1, o reducibles a 1.

l Dadas las siguientes ecuaciones de 2° grado

a) Llevarlas a la forma ordinaria de la ecuacién de
la circunferencia.

b) Determinar las coordenadas del centro y el radio.
c) Trazarla.

Dx2+y?—4x—12y+4=0

Separamos los términos que contienen x por un lado y los
términos que contienen y por otro y completamos
cuadrados.
x2—4x+4—-4=(x—2)"—-4
y2—12y+36-36=(y—6)> -6
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Ahora_ armamos nuevamente la
ecuacién y operamos
(x—2)2—44+(@—-6)2—-6+4=0
x—-2)+@-6)2=36

Corresponde a circunferencia:
C(26);R=6

2) 3x243y2—-9x+12y+12=0

Primero hay que reducirla:
¥+ =3x+4y+4=0
Luego llevarla a la forma

ordinaria, para esto hay que
completar cuadradosen xe y

o222

YE4+4y+ (22— (22 =(y+2)?2-4

Armamos ahora la ecuacién
ordinaria
2

( 3) +(+2)2°= 4+9+4—9
xT2) TV = 477,

Finalmente la ecuacién

ordinaria es
2

(x—%) +(y+2)2=%

Circunferencia con
centro C(3/2, -2)y radio B=3/2.

3)x2—8x+16+y*+4y=0
x2—8x+ 16 = (x — 4)?
yi+4y+4—4=(y+2)* -4
(x—4)?2+@+2)2=4

Circunferencia con centro
C(4,-2)y radio R=2.

R=6
C(2,6)

AV

Vi
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Ecuacién que no representa una Circunferencia:

7

Existen casos en que la ecuacién parece ser de una circunferencia, sin

embargo no lo es.

IS

1) x2+y2+3x+y+10=0

Solucién:

2
C(_%; _%} R=\-75; -75¢®

No es una Circunferencia Real.

Elipse

Definicién: Es el conjunto de puntos de un plano tales que la suma de la

distancia a dos puntos fijosllamados focos es constante.

Su gréafica resulta de cortar al cono con un plano oblicuo, que no

sea paralelo a su eje y que lo corte por completo.

Problema: Se desea construir un cantero para sembrar plantas

de flores, de forma eliptica, que quepa en un terreno rectangular de 3. m

de largo, por 2 m de ancho.

Para dar solucién a este problema, apelaremos al siguiente

procedimiento.
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Método del jardinero:

Este método fue utilizado durante mucho tiempo por los jardineros que,
sin conocimientos de geometria analitica, desarrollaron este tipo de

canteros en jardines de Europa y otros lugares.

1) Se trata de dibujar sobre el suelo un
rectangulo de las dimensiones que se
quiere y encontrar el centro de cada
lado, que llamaremos: g, -a, by —b, por
el que haremos pasar los ejes OXy OY,
como muestra la figura.

2) Clavamos una estaca en uno de los
puntos b

3) Tomamos una cuerda de longitud L=2a
y la doblamos a la mitad.

4) Hacemos coincidir la mitad de la
cuerda con el punto b y llevamos
ambos extremos hasta que coincidan
con el eje OX.

5) Estos puntos sobre el eje OX se
llamaran Focos y clavamos dos estacas
para fijarlos.

6) Finalmente desenterramos la estaca
que habiamos clavado en b y la
desplazamos, lo que ira describiendo la
elipse.

Aplicando el método del jardinero en el
problema enunciado més arriba, tenemos que:

L=2a=3m=>a=15m -1, =1,
=1,.5m
2b=2m=b=1m

Cortamos una cuerda de 3 m de largo, la
doblamos al medio y hacemos coincidir ese
centro con b; luego estiramos los extremos de la
cuerda hasta encontrarse con el eje OX, donde
fijamos mediante estacas los Focos F.

Tomamos otra estaca que la hacemos
pasar por la cuerda y la desplazamos, marcando
el perimetro de la elipse, que ser el limite del
cantero buscado.

4
—a 0 a=
-b
\
b4
l /
-a| F 0 Fla
-b
o GP\
Y
_/’/ \
—a\ F 0 F >
-4
14‘)}
15 15
Y
-5 F 0 F L5
-1
A
1”01)\
; Y
/ A
&
-15 kg
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Ecuacién canodnica de la Elipse:

2 2
x_2+y_:1
b

Q

Al mayor de los denominadores lo llamaremos & y define el semieje
mayor de la elipse. Sobre este eje sobre se ubican los Focos.
Entonces b/ define el semieje menor.

Elipse con centro C(0,0) y eje focal coincidente con el eje OX.
& Se encuentra como denominador de x% el semieje mayor
coincide con el eje OX.

% Semieje menor o secundario, perpendicular al semieje mayor.
La distancia del centro al foco esta dada por:

. Ay
OF =a’ -b* ﬁ?%
Se verifica que. ey A yai
L=l+L=2a  “_42_=1

IS

Elipse con centro C(0,0)y eje focal Y
coincidente con el eje OX.

)

2

2
y
-1

+9

l—‘|><
)}

a? = 16 = a = +4; indicaelejemayor

3
-
b? = 9 = b = +3; indicaelejemenor —4&0 F )4
OF =+/162 — 92 =+/7 = 2,64

L=lL+l,=2-4=8 -3
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Elipse con centro C(0,0) y eje focal coincidente

A

aj

coneleje OY. f
& Se encuentra como denominador —b

de J# el semieje mayor coincide con el eje OY. j

b?% Semieje menor o secundario,

V=

2 2

perpendicular al semieje mayor.
)C_ + y_ =1

D

Elipse con centro C(0,0)y eje focal
coincidente con el eje OY.

9 = a = £3 - semiejemayor
4 = a = +2 - semiejemenor

OF =92 — 42 =+/5 =224

a’ =
b? =

Ecuacién ordinaria de la Elipse:

EEAY) ERAY
(c—h? =k _

a? b2 1
Elipse con centro C(h,k)y eje focal // al eje OX.
2 2
(=) (k)
b* i @

Elipse con centro C(h,k)y eje focal // al eje OY.

@-2)?  O-D* _ 4
25 4




Matematicas para iniciar con éxito la universidad

Elipse con centro C(21) y eje
focal // al eje OX.

a’ =25 =a =+5— semieje mayor
b* =4 = a =12 - semieje menor

OF =+/252 — 42 =+/21 = 4,58

L=lL+1l,=2-5=10

2) -2 | 02?4

9 36
Elipse con centro C(1-2)y eje
focal // al eje OY.

a? =36 > a = +6 > semiejemayor
b? =9 = a = +3 - semiejemenor
OF =V36—-9=V27=52

81

Ecuacién general de la Elipse:

Ax* + By’ +Cx+Dy+E =0

Ay Bdeben tener el mismo signo.

IS

Dada la siguiente ecuacién de 2° grado, determinar si es elipse;
en tal caso determinar su ecuacion ordinaria, coordenadas del
centro y graficar

1) 4x? + 9y% — 8x — 54y + 49 = 0.

Ay Btienen el mismo signo. Veamos lo otros parametros,
completando cuadrados en xe y.

4x2 —8x =4(x*—-2x+1-1) =4(x—-1)* -4
9y? =54y =9(y? —6x+9—-9) =9(y —3)* - 81




82 Nociones de geometria analitica plana

Armamos la ecuacién vy
ordenamos:

4(x—1)2—4+9(y—3)2—-81+49 =0
4(x —1)2+9(y — 3)? = 36

Dividimos miembro a miembro en 36:

(x_l)z (y_3)2 . a=9=a=3
9 * 4 bP=4=b=2

Ecuaciéon de una elipse de centro C{1, 3} eje focal paralelo al
eje OX

Ecuacién que no representa una Elipse:

Existen casos en que la ecuacién parece ser de una elipse, sin embargo no
loes.

| EEeo

1) 4x2+9x2—8x—54y+1()1=0

Ay B tienen el mismo signo. Veamos los otros parametros,
completando cuadrados en xe y.

4x?2 —8x =4(x? —2x+1-1)=4(x—-1)> -4
9y2 — 54y =9(y2—6x+9—9) =9(y —3)? — 81

Armamos la ecuacién y ordenamos:

4(x—1)2—4+9(y—3)2—81+101=0
4(x—1)?+9(y —3)2 = —16

No se puede armar la ecuacién ordinaria de la elipse, ya que en
el segundo miembro hay un numero negativo. Esto indica que
la ecuacién No es de una Elipse Real.
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Hipérbola

Definicién: Es el conjunto de puntos de un plano tales que la diferencia
en valor absoluto de la distancia a dos puntos fijos llamados foco es
constante.

Su grafica resulta de cortar al cono con un plano oblicuo, que no
sea paralelo a su eje y no sea paralelo a su generatriz.

Ecuacion canodnica de la Hipérbola

Hipérbola con centro C(0,0) y eje focal coincidente con el eje
OX.

El término cuadratico positivo

+)

define el semieje principal, sobre el que se ubican los Focos.

&  Semieje  principal
coincidente con el eje OX,
b Semieje menor o
secundario, perpendicular
al semieje mayor.

El término cuadratico positivo

)

define el semieje principal, sobre el que se ubican los Focos.
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&% Semieje mayor // al eje
oY.

b Semieje menor o
secundario, perpendicular al
semieje mayor.

La distancia del centro al
foco esta dada por:

OF =~a* +b*

NOTA: La hipérbola tiene
dos ejes asintéticos y dos vértices,
como veremos en los ejemplos.

2 2

XY

LA A

1) 9 16:

Hipérbola con centro C(0,0) y eje
focal coincidente con el eje OX.

a’? =9 = a =43 - Semieje & focal
b? =16 > b = +4 - Semieje & secundario

OF =/9+16 =4/25=5

<
N

xz_1
2) 4 -

N
€3]

Hipérbola con centro C(0,0) y eje
focal coincidente con el eje OY.

b? =25 = b = +5 - Semieje & focal
a? =4> b= 42 - Semieje & secundario

OF =25+ 4 =538
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Ecuaciones ordinarias de la Hipérbola:

Hipérbola con centro C(A,k)y eje focal paralelo al el eje OX.
2 2
(x=h) _(v=k) _
2 2 =1
a b
Hipérbola con centro C(h,k)y eje focal paralelo al el eje OY.
2 2
(=) (x=h) _

2 2
a b

1

Recordemos que el término cuadratico positivo

%)

define el semieje principal, sobre el que se ubican los Focos.

85

Hipérbola con centro C(3,2)
y eje focal // al eje OX.

a? =4> a =42 - semiejemayor
b? =1= a =41 - semiejemenor

2 (-3 (x-2)

Hipérbola con centro C(2,3)
y eje focal // al eje OY.

a? =4> a= 42 - semiejemayor
b? =1= a =41 - semiejemenor
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Ecuacion General de l1a Hipérbola

Ax?+By?*+Cx+Dy+E=0

Con Ay B de distinto signo. El término cuadratico positivo (+)
indica la posiciéon del eje focal.

l ) 9y’ —x" +2x-36)+26=0:

2w +1-1) = ~(x-1P 41
924y +4a-4)=9(y—2F-36

9y —2fF —(x—1)f =26+36-1=9

(}’*2)2 ,le
1 9

Hipérbola con centro C(1, 2} a=1;b =3
Eje focal // al eje OY

2) 9x" —4y" —18x—16y-43=0 T
9(x* ~2x+1-1)=9(x 17 -9 ‘
—d(y? +dy+4-4)=—4(y+2) +16

91 —9-4(y+2) +16-43=0 ——
9x—1) —4(y+2) =36 ]
G- Ge2) {7

4 9
c(1;-2)
a=+9=3 b=V4=2

Hipérbola con centro C(i, -2}, eje focal // al eje OX




Matematicas para iniciar con éxito la universidad 87

Parabola

Definicién: Es el conjunto de puntos de un plano que equidistan de un
punto fijollamado foco, y de una rectallamada directriz.

Resulta de cortar al cono con un plano oblicuo, que sea paralelo a su
generatriz.

Ecuacion candnica de la Pardbola de eje Vertical
y=a-x?

Parabola con vértice 1/0,0)y eje focal coincidente con el eje OY.
Si @>0, abre sus ramas hacia arriba.
Si a<0, abre sus ramas hacia abajo.

1) y=2x2

Parabola de eje Vertical; V(0, 0)
a>0,ramas ascendentes.

<

2) y=—-x*+4

Parabola de eje Vertical; V(0, 0)
a<0, ramas descendentes. '
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Ecuacidn candnica de la Pardboia de eje Horizontal

2
xX=a-y
Parabola con vértice V(0,0)y eje focal coincidente con el eje OY.
Si a>0, abre sus ramas hacia la derecha.
Si a<o, abre sus ramas hacia la izquierda.

a>0, ramas hacia la derecha.

2) x=-—-2y

Parabola de eje Horizontal

¥
Parabola de eje Horizontal /
V(o, 0) X

=

V(o, 0) o
a<o, ramas hacia la izquierda.

Ecuacién ordinaria de la Parabola:

Parabola con vértice V(A k)y eje focal // al eje OY.
al(x —h)? =b(y — k)

Parabola con vértice Vih,k)y eje focal // al eje OX.

a(x —h) = b(y — k)?
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Se procede a formar el binomio

lineal:
x —3 = —y? Pardbola de eje
horizontal

h=3 k=0, vértice V(3 0)

b<0, Ramas hacia la izquierda.
Intersecciones con los ejes
coordenados:
nc/ﬁzy:0:>x:3

y=—V3

na/W:x—O:y2—3:{
y=13

2) (x+3)=y-1 17

Paréabola de eje vertical

h=-3 k=1, vértice V(-3 1)

a>0, Ramas hacia arriba.
Intersecciones con los ejes
coordenados:

mc/;’:y:0:>(x+3)2:—l,zr

Ac/op:x=0=9=y-1= =10

Ecuacién General de la Parabola:

Parébola de eje vertical:  4x* + Cx+Dy+E =0

Paréabola de eje horizontal: By’ +Cx+Dy+E=0

El término cuadratico indica la orientacion del eje de la parabola.
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Dadas las siguientes ecuaciones cuadraticas, determinar si
corresponden a parabolas y en tal caso determinar las
coordenadas del vértice, orientaciébn de sus ramas,
intersecciones con los ejes coordenados y graficar.

) y?—4y—8x+28=0

Término cuadratico en y; parabola de eje horizontal.

¥ —Ay+4-4+28=0=(y-2f +24=0.. V(3. 2} B>0: ramas hacia la derecha
(y—2F -8x+24=0=(y-2F =8(x-3)

Intersecciones:
Ne/OY :x=0=> ) —4y+28=0..
Y —4y+4-4+28=0=(y-2) =24=3Nec/OY

— 28 7
ﬂc/OX:y=0:>—8x+28=0:>x=§=E

X' —6x—8y+25=0

: Jox:y=0=(x=3) =-16
¥ o6x19-9=(x3F 9 N (x 7) A

ne/oyix= 0=>(-3) =8(y-2)

(x- )78y+l6 0

9=8y—-16=8y=25
(x- )—S(y 2)=0 ;

*=£=3125
(x-3) =8(v-2) TR

La ecuacién ordinaria es:
(x—3)*=8(—-2)

Término cuadratico en x;
parébola de eje vertical.
V(3, 2); A>0: ramas ascendentes.
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Método para identifican las cénicas

Partiendo de la Ecuacién general de segundo grado:
AX*+By* +Cx+Dy+E=0,

vamos a analizar los coeficientes (A, B, C, D y E), segin nos indica el

siguiente cuadro:

Cuadro resumen de Conicas

<
. J
Seginlos | = ECUACIONES
Coeficientes | §
O
2 2 _ p2 Ecuacién
é Xy =R Canénica
=
rﬁg E i6n
St A=B-jo | B |G-+ -k =R Orinanis
reducibles a1 §
Q E ‘2
& 24 .2 _ cuacién
5 x*+y*+Cx+Dy+E=0 General
x? y? -1 Ecuacién
a2 + bz Canonica
_ 2 _ 2
| W G-m? Ok
Si:Ay B & a? b? Ecuaciones
tienenel | (x—h)? (y-—k)? Ordinarias
mismo signo + =1
b? a?
2 2 _ Ecuacién
Ax*+By*+Cx+Dy+E =0 General
Si: Ay Bson < R R ) ,
de distinto 3 yoooxt x* _y° _, |Ecuaciones
sieno 2 Y az bz Canonicas
g, . Ty
El término &
cuadratico T z 2 :
(x-m)?  -K?* _ . Ecuaciones
w2 "z =1 Hefocal /OX | 5rqinarias
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T 2 )2
(+) indica la ("b_;l) — % =1 Ejefocal// OY
posicién del , " Ecuacion
eje focal. Ax“+By“+Cx+Dy+E=0 General
2 . .
=ax® E tical .
y Jevertica Ecuaciones
X = ay2 Eje horizontal Canonicas
<
Un solo 8 a(x—h 2 = b(y — k) Ejevertical .
1150 2 (x=h) = b(y — k)? Ei Ecuaciones
término < | alx y J¢ | Ordinarias
cuadrdtico % horizontal
% By?+ Cx+ Dy +E =0 Eje vertical r »
) P cuacién
Ax.+Cx+Dy+E—O Eje General
horizontal

Interseccion de rectas con coénicas

Cuando estudiamos la recta, resolvimos problemas de interseccién entre
ellas. En este apartado estudiaremos intersecciones de rectas con curvas
conicas.

En el caso de encontrar la interseccién entre dos rectas, se debia
resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas; en el
caso que nos ocupa, de encontrar la o las intersecciones de una recta con
una curva coénica, también habra que resolver un sistema de ecuaciones,
pero una sera lineal y la otra cuadratica.

El procedimiento consiste en despejar una variable en funcién de
la otra en la ecuacién lineal y sustituirla en la ecuacién cuadratica. De
este modo queda formada una ecuacién cuadratica en una sola variable,
cuya resolucién se puede presentar de tres maneras distintas, seglin sea
el signo del discriminante b? — 4ac, a saber:

a) Si:b? — 4ac > 0,la ecuacién tendra dos raices reales distintas
entre si; y porlo tanto, habra dos puntos de interseccién entre
la curva y la recta.

b) Si: b%? — 4ac = 0, la ecuacién tendra una raiz real doble; y por
lo tanto, habra un punto de interseccién entre la curva y

la recta.

c) Si: b? — 4ac < 0, la ecuacién no tendra raices reales; y por lo
tanto, no habra ningtin punto de interseccién entre la curva
y larecta.
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oo

Hallar la o las intersecciones de las siguientes rectas con
curvas conicas:

) {3x2+3y2—9x+12y+12=0
y=x-—2
3x2+3(x—2)2-9x+12(x—2)+12=0=>
3x2+3x2—-12x+12—9x +12x —24+12=0

x=0
6x2—9x=0=>x(6x—9)=0=>{x=§
2

X=0=>y(0)=—2-'-P1(0,'—2)
3. _3_,_ 1‘P<3. 1)
YE2TYH T AT\

y=4
2) {(x—nz Lo
9 36
(x-1)? (4+2)?
9 T35 1779

x —1)2
( 5 ) s x=14P(1;4)

y=x+2
){y2—4y—8x+28=0
x=2-y
y2—4y—-8Q2—-y)+28=0=>y>+4y+12=0>
—4++16-48

> ~16-48<0=>14n

Vi2 =




94 Nociones de geometria analitica plana

No hay interseccién
entre la recta y la
parabola.







CAPITULO 3
Funciones de una variable real

René Descartes (1596-1650). Nacido en La Haye,
Francia. Estudio en el colegio jesuita La Fléche,
y luego derecho en la Universidad de Poitiers.
Al meditar sobre las ensefianzas recibidas en el
colegio, se decepciond, debido a las numerosas
lagunas que presentaban, a excepcion de las
matematicas, en donde veia la posibilidad de
encontrar un verdadero saber. Esto lo lleva a
poner en duda todo el conocimiento adquirido
hasta entonces, definiendo en su libro Discurso
del método, su Primera verdad: ‘pienso, luego
existo” ("cogito, ergo sum®), ‘Incluso nuestros
propios sentidos no engadan’ y para
asegurarse de la veracidad de un conocimiento
desarrollo el Método Cartesiano, que posee
cuatro reglas importantes, que son:

1 Reglade la evidencia, no se admite nada como verdadero a
menos que sea evidente.

2. Regla del analisis: dividir en diferentes partes el problema,
para estudiar méas intimamente aquello que se esta
estudiando.

3. Regladelasintesis: luego de estudiar todas las partes, se hace

una sintesis, una puesta en comun de todo lo que hemos
obtenido estudiando las diferentes partes.
4.Regla de las comprobaciones: al terminar la sintesis,
enumerar todo y revisarlo por si se omite algo, se somete a
prueba el conocimiento para comprobar su veracidad (tesis).


http://conceptodefinicion.de/regla/
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Introduccién

En este capitulo trataremos el estudio de las funciones de una variable
real mas usadas.

Esto significa que no estdn expuestas aci la totalidad de
funciones de una variable real, lo que por otro lado, seria imposible,
atento a su inmensa cantidad.

Lo primero y acaso mas importante a conocer de toda funcién es
su dominio. Con este conocimiento abordaremos los demas elementos,
hasta arribar al trazado de la gréafica, que se hara en un sistema de ejes
cartesianos, visto en el Capitulo anterior.

Para entender mejor el concepto de funcién, nos remitiremos a
su antecesora, por decirlo de alguna manera, que es: Relacién de reales en
reales y a partir de ahi, nos concentraremos en el subconjunto de
relaciones que constituyen funciones.

Como en el estudio de todas las funciones presentadas
analiticamente determinaremos ciertos elementos caracteristicos;
vemos conveniente tratarlos antes de abordar su clasificacién.

Sumario:

- Relaciébn en una variable real. Definicién. Dominio de una
relacién. Rango de una relacién. Distintas formas de expresar
una relacién. Por extensién. Por comprensién. Graficamente.

- Funcién en una variable real. Definicién. Dominio de una
funcién. Rango o imagen de una funcién. Criterio de la recta
vertical. Notaciones de funciones.

- Funcién Biunivoca. Criterio de la regla horizontal. Funcién
inversa. Funcién creciente y decreciente.

- Nociones de estudio de funciones. Intersecciones con los ejes
coordenados. Paridad o simetria. Desplazamiento vertical y
horizontal de la grafica. Asintotas. Asintota vertical. Asintota
horizontal. Criterio para determinar Asintotas Horizontales en
funciones racionales.

- Clasificacién de funciones.

- Funciones polinomiales: Funcién cuadratica. Analisis de los
coeficientes. Funciones racionales. Funciones Racionales
Particulares: Hipérbola. Funciones irracionales: Funcién raiz
cuadrada. Funcion raiz ctbica.

- Funcién exponencial. Andlisis y Variacién de los Parametros.

- Funcién logaritmo. Analisis y Variacién de los Parametros.
Cambio de base logaritmica.

- Funcién valor absoluto.

- Elcirculo trigonométrico. Funciones trigonométricas. La funcién
seno. La funcién coseno. La funcién tangente. La funcién
cotangente. La funcién secante. La funcién cosecante.

- Graficos de las funciones trigonométricas, en /o, 2r7/. Analisis de
parametros.
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Relacién en una variable real
En el capitulo anterior estudiamos el sistema de ejes coordenados
cartesianos, que define un Plano Real en el cual existe una

correspondencia biunivoca entre un punto del plano y un par ordenado

de ntiimeros l"(?ales: (x; y)<;> Par ordenado de numeros reales.
De aca surge la siguiente definicién:

Definicién: relacién es todo conjunto de pares ordenados de

numeros reales:
R={(x,y)|

Dominio de una Relacién:

domR = {x € R que participan en la Re lacio’n}

Rango o Imagen de la Relacién:

rgoR = { y€R que participan en la Re lacién}

Existen distintas maneras de expresar una relacién, como veremos a
continuacién, pero en todas es posible determinar su dominio y su rango
o imagen:

Representaciones semioticas mds usadas de una relacion

- Por extensién: cuando se nombran todos los pares ordenados
que la componen.

domf ={-2,0;1;2;4}

Ry ={(1;4); (—=2;0); (0; 5); (1, =3); (0; 0); (4, 4); (2; 1)} = {rgof = (=3,0;45;7)

- Por comprensién: cuando no es posible nombrar todos los pares
ordenados que componen la relacién, se las define por medio de
una ecuacién o una inecuacion.
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domf =R

R = (Gn)fy =2 -1 = {0 =

- Gréficamente: cuando se las define por medio de graficos en
el plano.

Funcién en una variable real

Las funciones, como se dijo, son un subconjunto de las relaciones; tienen
como particularidad que no puede haber dos pares ordenados con la
misma primera componente, x.

Definicién: es todo conjunto de pares ordenados de numeros
reales tal que a cada elemento del dominio le corresponde uno y solo un
elemento del rango o imagen:

v=f(x)= {(x; y)/Nx € dom f,3solo un y ergo f}

Dominio de una Funcién:

Es el conjunto de valores reales que puede tomar la variable
independiente “x" para que la variable dependiente “§ (el resultado o
valor numérico de la funcién) sea un namero real.
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dom f = {x € R que participan en la Funcio’n}

Rango o Imagen de una Funcién:

Es el conjunto de valores reales que toma la variable dependiente
“y’ para cuando “x" toma los valores del dominio de £,

rgo [ = { y€R que participan en la Funcion}

Si analizamos los ejemplos anteriores, podemos observar lo siguiente.

Ry = {(1;4); (=2;0); (0; 5); (1; —3); (0; 0); (4; 4); (2; 1)}
{domf ={-20;1;2;4}
rgof ={-3,0;4;5;7}

No es funcién, ya que existen pares ordenados de
_nlilmeros reales (1;4); (1; -3); (0; 5)y(0; 0) que tienen
igual sus primeras componentes.

Ro=(Canfy=2x-1 = 0] 2

Si es funcién, porque no hay ningln par ordenado
de ella que tenga igual primera componente que — = V4
otro. Su representacién grafica es la siguiente. /

Existe un método nemotécnico que nos permite diferenciar una relacién
de una funcién.

Criterio de la regla vertical:

Si dada la representacién grafica de una funcién, desplazamos sobre ella
una regla vertical horizontalmente y esta corta a la curva en més de un
punto; entonces la grafica analizada no representa una funciéon.
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1) R={(x,2x - 1)}
domR = lfirgoR =/

f si es funcién

2) R ={(x,y)/x* + y? = 4} Vy
Es Relacion; NOesFuncion P14
domR = [-2,2];rgoR = [-2,2]

Esta relacion No es funcién, ; ; ; ;
pues para ciertos elementos del
dominio hay més de un valor de

rango. P2~

Entonces una funcién es un conjunto de pares ordenados de nliimeros
reales que ademas cumplen la condicién de que para cada elemento del
dominio x, existe una Unica imagen y.

En los siguientes graficos determinar cudles son funciones
y cudles relaciones.

Si aplicamos el criterio de la regla vertical, solo la grafica de la
izquierda es funcién.




102

Funciones de una variable real

Notaciones de funciones:

Tiene, entre otras, las siguientes notaciones.

f={x )l f={x @)}, f={x»/y=[x)]
y=/ e & yef

x:variable independiente,
y:variable dependiente (depende de x)

’ 1) Dada la funcién:

1 ¢ \
y= . .
x=2 3 \
determine su dominio vy r Y
rango, luego grafiquela. I- ;
Para determinar el dominio v

de esta funcién, analizaremos R
el denominador, ya que r\r\wu\

sabemos que debe ser distinto . \
de cero. Entonces: |
x-2x0>x=2 n \
dom f = (—0,2) U (2,2) 5.

Para determinar el rango de esta funcién, debemos explicitar
(despejar) xen la ecuacién:

! 3x—2=13x=l+2 s rgo f = (—0,0) U (0,0)
x=2 y y

y=

Pero este proceso no siempre es facil. Lo menos complicado
es realizar el estudio de la funcién, graficarla y luego
visualmente determinar su rango.

2) Dada la funcién:

r={eniy=rem=va-x)}

La podemos escribir de la siguiente manera:

y=+4-x’
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Para determinar el dominio de esta funcién, hay que
considerar que el radicando debe ser mayor o a lo sumo igual
a cero:
4—x2>20>x’<4>|x| <2 x€[-22] ~domf =[-2,2]
. y
Realizando una tabla de
valores:
X ) 4
2 |o 14
-1 NE]
o [ 2 _
1 3 rgo [ = [0, 2] X
2 |0 -2 -1 0 1 2
Funcién biunivoca

Definicién: Una funcién fes biunivoca o inyectivao uno a uno, siy solo
si a dos elementos distintos cualesquiera de dominio de £ les
corresponden dos iméagenes distintas. O bien; no existen dos pares
ordenados con igual imagen.

Vx,x,edomf, con x, #x,= f(x)# f(x,)

Criterio de la regla horizontal

Si dada la representacién grafica de una funcién, desplazamos sobre ella
una recta Aorizontal verticalmente y esta corta a la curva en mas de un
punto, entonces la grafica analizada no representa una funcién
Biunivoca.

'

\ /

El 1 2 3 1

Es biunivoca No es biunivoca
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Funcién inversa:

Definicién: Si fes una funcién biunivoca, entonces tiene funcién inversa
y el conjunto obtenido de intercambiar las componentes de cada uno de
los pares ordenados de la funcién £ se llama funcion inversa de fy se la
denota por £

De esta definicién se deduce claramente lo siguiente.

i) dom f* =rgo £y rgo f* = dom f:0 sea que se intercambian
dominio con rango.

ii) V(a,b)e f & (b,a)e [

Cuando una funcién biunivoca festé definida por una ecuacién
y=1f(x) esto es:
dom f

S y=r() {rgof

De acuerdo a la definicién se tiene:

dom [~ =rgo f

—1= / — -1
M ={only=f (’“)}{rgo ' —dom £

Para obtenerla ecuacién de £7 se procede a despejar xen funcién
de yen la funcién £

Las graficas de £y £ 7 son simétricas respecto de la primera
bisectriz, o sea de la recta y=x

Se debe graficar con igual escala en ambos ejes, para que la grafica
no salga deformada.

| mEeo

1) Determinar si la funcién
dada es biunivoca; en tal caso :
determinar su funcién inversa: \

f(x)=~2-x
dom f =(~0,2];  rgof=[0,) o ;
f es Biunivoca
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y=v2-x = =[2-4
yi=2—x=>x=2-3" .

dom ' =[0,e0)
rgo [ =(~0,2]

[ @=2-x7

Hay casos en que la funcién dada no es Biunivoca; entonces, se
puede restringir convenientemente el dominio, de manera que
abarque todo, o la mayor parte del rango, y esa porcién de f

: |2—x|=2—xVxe(—oo,2]

(llamada rama principal de la funcién), sea biunivoca.

2)
y=f=x
dom f =W, rgof=[0,w)

No es Biunivoca

Restringimos el dominio:
y:f(x):xz, con x>0
dom f = [O,m), rgo f = [0,00) I

Es Biunivoca }

Finalmente, se despeja xen
funcién de y

y=f(x)=x", conx=20
|x|: y=>x=4/rVx=0
Seint ercambia y porx:

yi= \/; 1

dom [ =[0,); rgo [ =[0,)

/

Es Biunivoca

105
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Funcién creciente y decreciente

Definicién 1: Una funcién fes creciente
en un intervalo abierto (g, 4)incluido
en el dom £, si para todo par de

puntos x; y x, perteneciente al
intervalo se verifica que si:

X, <X, :>f(xl)éf(x2)

Definicién 2: Una funcién f es "
decreciente en un intervalo n
abierto (3, b)incluido en el fx)

dom £ si para todo par de puntos x;
y X, € al intervalo se verifica que si:

8
7
6
5
4
3

x1>x2:>f(x1)2f(x2) f)

-1

> a4 & &k 7 3

X

9

I
b

De manera similar se define funcién Creciente o Decreciente en un
intervalo cerrado /g, b} intervalo semiabierto a izquierda (g, b/e intervalo
semiabierto a derecha /g, b), incluido en el dom £,

| EEmeo

_(=2x?+4x+2;—o<x <1
f(x)_{S—x;x>1

Esta funcién tiene:
intervalo de decrecimiento
en (-, 1]

intervalo de crecimiento
en (1, «)

Rl
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Nociones de estudio de funciones

Para poder graficar cualquier funcién hace falta, ademas de determinar
su dominio, estudiar otras propiedades que determinan ciertas
caracteristicas de ella; estas son las siguientes.

Interseccién con los ejes coordenados

Intersecciéon con el eje OX: y=0 _ _ )
Son los puntos donde la curva, grafica de la funcién, se intersecta
con el eje OX. Si es que tiene dichas intersecciones, se las encuentra

igualando a cero la funcién y despejar el o los valores reales de “x" que
satisfacen dicha ecuacién y que pertenezcan al dominio de ella.

mconO?:x/f(x)zo

Interseccién con el eje OY: x=0

Es el punto donde la curva se intersecta con el eje OY, si es que
tiene dicha interseccién, se la encuentra haciendo x=0y se resuelve la
ecuacién f{o).

~eon0Y = x =0

f(x)=x>-x-2 .
5. .2 + 3

nec/0X: x‘fx72:O:>xm:1 21+8:1 ’

{x:—l:}’l(—l,O) ,

x=2= P,(2,0) ¥

. 2 g 1 2 3
e/ OY :x=0.-£(0)=-2= P,(0,-2) .1J
oy

I+

.\) ’
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Paridad (simetria)

Funcién Par:

Una funcién es par, si: N / fix
Vx edomf = f(—x)= f(x) N | S/

Si f es par, su grafica es simétrica ! e
respecto al eje OY | ~

Funcién Impar:

Una funcién es impar, si:

Vx edomf = f(—x)=—f(x)

Sifesimpar, su grafica es simétrica
respecto al origen de Coordenadas
P(0, 0)
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y=Xx"+]

fesimpar

Desplazamiento vertical y horizontal de la grdfica

En toda funcién de una variable real, el término independienteindica el
desplazamiento vertical de la curva.

En toda funcién de una variable real, si al argumento se le suma
un numero real, produce un desplazamiento horizontal de la curva.
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Asintotas

Una asintota es una recta, a la cual la .
curva, grafica de una funcién, se le
acerca indefinidamente sin
intersectarla ni hacerse tangente a ella.

Hay asintotas verticales,
horizontales y oblicuas, nosotros ~—— ———__
analizaremos las Asintotas Verticales
AVy las Asintotas Horizontales AH de
las funciones.

.._‘-._.-._.-._.-_u..-.-.-._.-_.-‘-._.-..
ol

Asintota Vertical (AV)

Es una recta Vertical, a la cual la curva, grafica de la funcién se le acerca
indefinidamente sin intersectarla ni hacerse tangente a ella. Vale decir
que si x=a es una AV de f{x} entonces cuando los valores de x se

aproximen (tiendan) a “&’, la funcién tenderad hacia infinito, o menos
infinito, tomando valores cada vez mayores en valor absoluto.

Sedenota: Si x > a .. f(x) >to=> x=aes AV de f

Si cuando x tiende a a ftiende a £ 00, entones x=a es una
Asintota Verticalde £

En el caso de las funciones racionales, es posible (pero no seguro)
que existan AV en los valores de x que anulan el denominador. Para
determinarlas utilizaremos (por ahora) una tabla de wvalores,
aproximando los valores de “x" a las posibles AV y observando los valores
que toma £

Asintota Horizontal (AH)

Es una recta Horizontal, a la cual la curva, grafica de la funcién se le
acerca indefinidamente sin intersectarla ni hacerse tangente a ella. Vale
decir que si y=c es una AH de f{x} entonces cuando los valores de x
“tienden” a infinito y/o a menos infinito, la curva se aproxime al nimero

“w

real “c.
Sedenota: Si x —> 4w .. f(x)—>c,ceR= y=ces AH de [

Y se lee: si cuando x tiende a mas o a menos infinito, ftiende a un
numero real ¢, entones y=ces una Asintota Horizontalde f.
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Criterio para determinar Asintotas Horizontales en
funciones racionales

Existe un método para hallarla, haciendo el siguiente razonamiento:
1) a,-x"+a,-x""+..+a,
xX)= .
by x"+b,-x"" +..+b,

, Y Se compara:

a,-x" |n:grado del polinomio numerador
Se toma: ;

b, -x" | m:grado del polinomio denominador

Si n>m= la grdfica de f No tiene AH

Si n=m = la grdfica de f tiene AH en y:%

0

Sin<m=la grdfica de f tiene AH en y =0 (eje OT()

1) Dada la siguiente funcién, determinar dominio,
interseccién con los ejes coordenados, simetria, asintotas
verticales y horizontales, si posee, graficar, determinar el
rango y si es biunivoca.

fx)=

x=-2

x34¢0:>x3¢4:>x|¢2:>{

xi—4 x#2

dom f = (-0, -2)U(-2, 2)U(2, »)

Simetria: /(=) =(_§;7§)_4 = xz_ic4 # f(x):>N0 par
—f(x)=—— =~ f(x)= f es IMPAR
x*—4 x4

Asintotas Verticales:

Los valores: x=2y x=-2 son posibles asintotas verticales de £ ya que
anulan el denominador. Tomemos uno y realicemos una tabla de valores.
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X fix)
-2,5 -1,111
-2,1 -5,12
-2,01 -50,12
-2,001 -500,1
—»_o0 —»_w

»>o0 | Pe

-1,999 499,9
-1,99 49,9
-1,9 4,87
-1,5 0,85

Vemos que a medida que x se aproxima a
-2 (x » —27), con valores menores que -2, que se
lee: (x tiende a -2 por la izquierda), f toma valores
cada vez mas grandes en valor absoluto; tanto que
si xse acercaindefinidamente a-2, ftoma valores
cada vez mas grandes, (tiende a - «).

De manera similar, cuando x se acerca a -
2’ (x tiende a -2 por la derecha), ftoma valores cada
vez mas grandes; tanto que si x se acerca
indefinidamente a -2, £ toma valores cada vez
mas grandes, (tiende a + «).

Lo dicho se expresa:

six—>-2"=f—>-—o
=>x=-2es AV.de f
six—>-2"= f—>+40

Luego, por simetria, recordemos que es
una funcién impar; simétrica respecto a (0; 0),
entonces x=2también es A.V.de £

Asintota Horizontal:

Grado del numerador:

n=1,grado del denominador: m=2
luego: n<m, la graficade £ .

tiene una AHen y=0

Rgo f=R
f No es biunivoca

x3+x?

2) f(x) =

x2—x-2

xz—x—2¢0=>{

x +—1
X+ 2

o domf = (=, —1) U (=1,2) U (2, »)

Asintotas Verticales:

Los valores: x=-1 y x=2 son posibles asintotas verticales de £ ya que
anulan el denominador. Estudiaremos por separado A.V.en x=-1y en x=2.

En x=-1 tenemos:
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_ U)o,
2o

Forma indeterminada en matematica, por lo tanto f(-1)3

x2-(x+1) x?
x-2)-(x+D) (-2
—1; x - (_1)2 - —l-—l

"x=2) (-1-2) 3’ 3

Six # -1, f(x) =

X —

~ x = —1NoesAVdef

En x=2 tenemos:
23 4+ 22 12

f@=m—p—=%"?

x> 2, f - o= x =2esAVdef

Asintota Horizontal:

Grado del numerador: n=3, 1§
grado del denominador: m=2

luego: n>m, fe
la graficade £
NOtiene una AH.
f No es biunivoca 4

113

Observando la  grafica es | . o , 9™ ¢ 5 1 s
impreciso determinar el rango de
£ En casos como este se los puede
determinar conociendo extremos 3
relativos, contenido de célculo

diferencial.
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Clasificacién de funciones

En el siguiente cuadro se presenta una clasificacién, no exhaustiva, de
funciones.

f{x, ftx)} donde f{x) puede ser expresada
mediante un numero finito de una o varias de
las operaciones de suma, resta, multiplicacién,
FUNCIONES divisién, potenciacién o radicacién para X7y
ALGEBRAICAS 4 constantes. Se clasifican en:

- Funciones Racionales
- Funciones Polinomiales
- Funciones Irracionales

- F 3 A E . 1
FUNCIONES uncion Exponencia

TRASCENDENTES { - Func@()n Loga.ritmica, .
- Funciones Trigonométricas

- Funcién Valor Absoluto

Funciones algebraicas

Funciones polinomiales

Estan definidas por f{x)=P(x), donde P(x)es un polinomio real en x.

P(x)=f(x)=a, x"+a, x"" +a, x"*+..+a, -x+a, x°

cona,#0AneN

Se denomina funcién polinomial de grado n.

Es facil ver que P(x) esta definida para todo “’ entonces el dominio de
toda funcién polinomial es el conjunto de los reales %, ya que para
cualquier valor real de x, cada término de f{x)es un niimero real y por lo
tanto f{x)es real. El rango de fseré en general un subconjunto de %.
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Si:a,=0yn=0; f(x)=0; funcién cero
Si:a,#0yn=0; f(x):ao; Juncion constante:f(x):c
Si:a,#0yn=1; funcion lineal:f(x)zax+b

Si: ay#0yn=2; funcion cuadratica: f(x)=ax* +bx+c
Si: a,#0 yneN; funcion polinomial :

f(x)=a,x"+a, x"" +a,x"*+..+a, x+a,

En el capitulo anterior estudiamos la Recta que, segin sus posiciones, es
la funcién constante, o la funcién lineal

y
r T
2 m=tg—=1
m=1
14
T
a=—
4 X
| 1 2
Jy Y
n
3 "=0
m’'= +oo
2 ’,.’ 1
1
X
x -1 0 1 2
0 1 3

NOTA: Las rectas verticales no son funciones.
Analizaremos algunas de las funciones polinomiales, sin agotar la
coleccioén.



116 Funciones de una variable real

Funcion Cuadratica

Son de la forma: y=ax?+bx+c con ‘a,“b’y “C’ perteneciente a los reales
y ademas a =0.

dom f =R.
Elrango sera, de acuerdo al sentido de apertura de la curva:
_((==k];sia<0
rgof = {[k, ); sia > 0

La gréafica es una parabola de eje vertical.

Analisis de los coeficientes

a: coeficiente del término cuadratico, indica cuanto mas abierta o cerrada
es la curva y si sus ramas van hacia arriba o hacia abajo.

a > 0= Ramas hacia arriba.

Sid g =0= No es una Pardbola.

Si 0 < a <1= Ramas mas abiertas.
a >1= Ramas mas cerradas.

a < 0= Ramas hacia abajo.

b: Coeficiente del término lineal, indica desplazamiento horizontal de la
curva.
¢ Coeficiente del término independiente (Ordenada al origen), indica el

w_n

punto de interseccién de la curva con el eje “y.
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El punto donde la curva cambia de crecimiento se denomina vérticede la
Parabola y tiene coordenadas: V{4, k). La abscisa y la ordenada del vértice

se calculan con las férmulas:

-b 2
h=— k:i+c
2a 4a

w_»

Los puntos de interseccién de la pardbola con el eje “X" (raices), se
determinan resolviendo la ecuacién cuadratica homogénea:

_ —b+b* —4ac

2a

Como ya
Y x1,2

analizamos anteriormente, pueden ser:
dos raices reales y distintas, una raiz doble o dos raices complejas

conjugadas, dependiendo del valor del discriminante: b?> —4-a-c

b*—4-a-c>0=> La Pardbola  al eje "x" en dos puntos.
St <b*—4-a-¢c=0= La Parabola N al eje "x" en un sélo punto.
b*—4-a-c<0=> La Pardbola NO ) al eje"x" en ningin punto.

Dos raices reales y distintas x; # x,;xq, %, € Rsib? —4ac >0, la
curva intersecta en dos puntos al eje “x'.

1) y=x°-3x+2
_—(=3)+/(-3)*-4-1-2 3441
Y12 = 21 )
.{x1=1
Tl =2
_ 3 _3 \ /
h=57172 \ //
3 3\2 3 1 3 1 !
=fl=)=(=) =3-= ——_.y(Z. == s /
k=r(5)=() -35+2=-3-v(3-3) \ /
I\ /
AN / N

1
domf = R:rgof = [_Z; W)
: ‘r ——t 5
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2) y=-X*-4x
4+ A -4 (D0 —4t4
Ty T RN

_ {xl =0,P,(0,0) N\
" H12 = x, = 4,P,(4,0) \

h=—— =2k =—(2)2+42 =4
2D 2)* +

domf = R;rgof = —=,4

Una raiz real doble x; = x,;x;,x, € Rsib? — 4ac = 0, la curva
intersecta en un punto al eje x”.

3) y=x"+2x+1

24V 4 11 -240 T

2 = 71 7 aEn=-lo |
2P

2.1 2 7 V(-1,1)
k=f(-1)=(=22+2(-D+1=1
dOmf =R; rggf = [0' aa) ’ ‘\\\. i
L) y=-X'+4X-4

—4+ [42—4.(-1).(-4) —440
x1,2 = — = — S Xp =Xy { 1 2 \\\ 3
2.(-1) 2 ‘ ) / \
. =2 // \\

= - = = — 2 _ = 2 // \\

h== = 2k=-22442-4=0

domf = R;rgof = (—,0] i/

Dos raices que no pertenecen al conjunto de los numeros
reales x;, x, € Csib? — 4ac < 0;la curvano intersecta al eje x”.

5) y=Xx+4

g VO ALE 0na N/
e 2.1 o2 e \ : /
Coordenadas del vertice: N : /
0 h //
=510 k=0"+4=4; (0, 4) :

dom f=R; rgof=[4, ) — 1 *
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6) Y= -x"+2x-2

—24\27-4(-D.(-2) _-2+-4 y
X12 = X
2.(-1 -2 K 1 7
L X0 ER :
Coordenadasdelvértice: /.\
-2 y AN
h=———=1k=—12+42-1-2 \
2.(-1) /s
=-1,v(1,-1)
domf = R;rgof = (——1] A
! E;

119

Funcion racional

Se llama funcion racional a una funcion fdefinida por: f(x) = (x) ,donde

P(x)y QO(x)son polinomios reales en “x’ y Q(x)=0.
El dominio de esta funcién es: dom fi{ xe %/ O(x)=0}

Elrango de fsera en general un subconjunto de los reales.

1 QM

x4 x?
fO=m==3
S FEHD = (ce—1) U (—12) U 2,
fx) = GrDa-2) omf = (—<-1)U(-12) U (2, =)
Toda funcién polinomial es también una funcién racional, con
QOlx)=1
f(x)=Px) = P& _ P(x);conQ(x) =1
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Funciones Racionales Particulares: Hipérbola

Laley de Ohm relaciona el voltaje V
(que en las baterias de los autos,
suele ser de 12 voltios) con la
intensidad de la corriente I
(ampere) y la resistencia R (ohm).
Dicha ley afirma lo siguiente.

V=L R o bien:
I =

Considerando V=12V (constante) y
dando valores a K& obtenemos
distintos valores de /.

12

R
Tal tipo de funciones recibe el
nombre de funcién racional o
funcion de  proporcionalidad
Inversa, porque la  variable
independiente se encuentra en su
denominador.

La funcién racional mas sencilla es:

x| <

1 .
y=-.se denomina

12
n
10

1 (intensidad en Amp.)

y

R (resistencia en Ohm) x

Hipérbola Equilatera;

domf = {R/x # 0};rgof = {R/x # 0}

Como se ve, la funcién tiene dos ramas,
pero en el fendmeno que se describia en el
ejemplo anterior, se debié considerar solo
una rama, ya que no existen resistencias
negativas.

En  particular  estudiaremos
ciertas funciones racionales que son de
gran aplicacién.
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La forma general de esta funcién racional es:

a
f(x)=m+k;con:a;hAkeiR;a¢0

dom2 f={x€R/x# h} =(—<h)U (h,

Los coeficientes: g, Ay & son nimeros Reales, cada uno de ellos indica

distintas posiciones de la Hipérbola.

Los valores que toma el coeficiente g, indican cuanto mas abierta
0 cerradaes la curva y si sus ramas se ubican en el 1°y 3° cuadranteo el
29y el 49 respecto a sus Asintotas.

Los valores que toma el coeficiente A, indican el
desplazamiento horizontal de la curva.

3) 4)

y=

2 1 ’

x-1 ! i / vz;z
\ i x—1

ﬁ [ =

Los valores que toma el coeficiente &k indican el
desplazamiento vertical de la curva.
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Ejemplos generales:
Dadas las siguientes funciones racionales, represéntelas en
un sistema cartesiano.

1) 2)

Funciones irracionales

Son de la forma:
f/fx)="Yx;neN,n>1
SinesPar; domf = [0, «)
{Sines Imp ar;domf = (—,0]

Veremos algunas funciones irracionales, que se utilizan con
mayor frecuencia:
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Funcion Raiz Cuadrada

Esdelaforma: f(x) = Vx

4 5

domf =0, «);rgof =0, «) domf =0, ®);rgof = —,0

Como en todos los casos, si sumamos 0 restamos un numero en el
argumento de la raiz, esta se desplaza horizontalmente; y si sumamos o
restamos un numero a la funcién, se desplaza verticalmente, como
veremos:

1) 2)

: F(x)=vx—2+1

dom f=[2,0)  rgof=[1o) . dom f =2, ) rgo f=(~.4]

Funcion Raiz Ciibica

Esdelaforma: f(x) = ¥Yx; domf =R;rgof =R
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Funciones trascendentes

Funcién exponencial

Es dela forma:
f(x)zax conaeR;a>0ya=#l

dom a* =Ry rgoa’ =(0,)

Como g debe ser un numero positivoy distinto de 1, caben dos
posibilidades:

a > 1= fesCreciente
0 <a < 1= fesDecreciente



Matematicas para iniciar con éxito la universidad 125

Graficar las funciones en el mismo sistema cartesiano:

o e
y= Yy Y=\

La grafica de la funcién exponencial tiene dos puntos
caracteristicos: -
Cuando x=0, 1a grafica intersecta al eje 0Y deen 1;
P, 1)
Cuando x=1 y=a; P, a).

S V0= 2°=1= P(0; 1)
V =
- y(l) = 21 =2= P(l, 2) i /

y=1/2F o /

1 o

1 1 g

= - | =—=>P| 1, — e
> (2J 2 ( 2) e e

Hay una funcién exponencial muy importante por su utilidad en

“« »

aplicacignes matematicas, es la funcién exponencial de base ‘e”
=e

La grafica de esta funcién es la que
se observa a la derecha:
domf =R, rgof=(0 =)

El niimero ees la base de los
logaritmos naturales (o neperianos);
es un numero irracional:
e=271828182...

Pm®w = o @ w o @

Andlisis y variacion de los pardmetros

La expresiéon mas general de la funcién exponencial es:

f)=k-a*?P+c
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Los parametros: 4, &k by ¢ son nlimeros reales, ademas debe ser a>0y
distinto de a =1 y también: k=0

La variacién de cada uno de estos paradmetros produce
modificaciones en la gréafica de la funcién; ya vimos que sucede con g,
veamos con los demas parametros:

k hace que la grafica sea més tendida (abierta) o més cerrada.

Si 0 <k <1,lacurvaes mds tendida y si k >1,lacurvaes mas
cerradarespecto a k=1

1)
S(x)=2-¢ y f(x)z%»e‘
ke>1 O0<k<l1
x| y x| y
2 027 2 007
1| o 1| 018
o| 2 o| o5
544 1| 113
2| 1479 2 369
Jiamf: R rgof=(0, ) 4 3 2 1 1 2 3
2)
1Y 11y \ .
=33 v r=3{3) 3 )
k>1 0<k<l f(x):(gj \\ !
\
x| y x|y \ :
4
2| 12 2| 133 N\ \ ’
2] 6 1 | 066 NN ‘
AN 3
0 0| 033 N \ f"‘“ﬁ
115 | 1|0 =5 (3) : ’
2| 075 2 | 008
X
dom f =R, rgof = (O: ‘:’)) 4 3 2 1 ? 3 1

b hace que la grafica se desplace horizontalmente.

Sib < 0,la curva se desplaza a la izquierda, y si b > 0, la curva se
desplaza a la derecha.
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1)
x=2 x+2 id
S=e=, f(x)=e ﬂ
b=2; b>0 b=-2.b<0
X | ¥ X Y
2| 12 2| 133
-1 & -1 | 066
o 3 o 033
1| 15 1| oi6
2 | 075 2| 008
domf =%; rgof = (0, )
2)
1 -2 1 r+2
s3]y ro=(3)
3
b=2,b>0 b=-2; b<0
X ¥ X )4
2| & 2 1
-1 27 -1 | 016
o 9 o o1
3 1 0,04
2 2 0,01
domf =%, rgof =(0,«) 4 3 2 1 1 2 3

¢ hace que la gréafica se desplace verticalmente. Y también su A.H.

Si ¢ <0,lacurva se desplaza hacia abajo,y si ¢ >0,lacurvase
desplaza hacia arriba



Funciones de una variable real

D

1)
S(x)=e+2 y flx)=e -2 y
. . o
c=2¢>0 e=-2 ¢<0 . f(-"):?*i/
X | ¥y X\ ¥ 5 /
2| 214 2| -186 5 /
7| 237 -1 | 163 " /
o| 3 o| - _//: /
1| 472 1| 072 &
X
2| 93| | 2|53 T e T
dom [ =R B
2)
VY iy
" .
f(-"_):(g] +2, Y f(x)= %J -2 \\\ :
\
c=2.¢c>0 c=-2:¢c<0 \\\ ’
x| y x| vy NN
2| U -2 7 \ . f(x)= % +2
-] 5 -1 1 oy
o] 3 o - d mi(g] x
1] 233 1| -167 N A
2| 21 2 | -189 ) 1)-(3] -2
Ejemplos generales:
1)
f(x)=2-e"+1
k=2 b=2; c=1 ) /
x |y ! //
-2 | 1,07 j /
-1 1,05 ‘ /
0 116 j /
1 1,37 3 S
2| 2 I
domf=NR; rgof =(1,») 3 2 1 , 1 ? 3 XA

La asintota horizontal se desplaza hacia arriba una unidad.
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\ N
\\ 7
X y \\ 3
-2 10 5
)
-1 2 N I
N 3
0 | -066 o
1 | -156 N
\, X
domf=R; rgof=(-2, =) A S ——— -

Un caso particular:
3)

Determine el dominio
de la siguiente funci6n:

f)=et
o leRo P10 2loqe 2=
x=1 \ oy /
[x[z1={v sxe (- — 1wl =) \ ’
x<-1 <(x) =t /
Por lo tanto: \ ) /
dom f(x) = (=, — 1] Le0) \\ . Vs
rgo f(x)=[L ) 1 / .
No tiene A.H. ’ B 7] ! ?

Funcion logaritmo

Esta es la funcién inversa de la funcién exponencial. Se expresa del
siguiente modo.

f(x) =logyx;cona>0Aa#1
fx) =log,x @ a” =x
domf = (0; »=);rgof =R
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a : es la base de la funcién logaritmica e indica distintas

posiciones de la curva, segun su valor. ) )
Si a>1, la funcién es Creciente, vy si 0 < a <1, la funcién

Decrece.
También esta funcién tiene dos puntos caracteristicos, como la

funcién exponencial:
Si: x=a log,(a) =1, P(a, 1).

Otro punto destacado es la intersecciéon de la grafica con al eje de
abscisas en x=1, P(1, 0).

| EEmelo

1)

y=log,x; 29 =x
a = 2;a>1,fes Creciente
Hagamos una tabla de

valores: iEd [ e
x| y
1/2 | -1 x
1 0
2 1
4 2
8 3
rgof = (0, =)
AV:x = 0; AHZ

V=100 X% \5) =X

1 .
a=z; 0 <a<1,f es Decreciente

Hagamos una tabla de

valores:
X y ,
/2 | -1 ,
1 o :
2 1 i
4 | 2 \
8 3 N x
rgof = (0, =) S
AV:x = 0; AH# j e
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Cuando la base es el numero
irracional e la funcién se llama
logaritmo neperiano y se la
simboliza:

y=In(x)
y eslainversa de la funcién

exponencial f(x) = e*

La grafica de la funcién
exponencial es simétrica con la
grafica de la funcién logaritmica,
respecto de la primera bisectriz (la
recta y=x).

Esta es una propiedad de
las funciones inversas.

Esta funcién figura en las
calculadoras cientificas.

]
5 y=e
1 y=x
3
2 y=Inx
Y
76 5 4 3 2 A 12 345 6 7

& o A de s

funciones:
y=lnx

Yy-= logll'g) x

3) Graficar en el mismo sistema de ejes coordenados las

4) Graficar y=Jog(x), que indica el logaritmo en base 10de x.

Z.
T S y=In(x)
: 1 x

(a 1 2 -3 ] 5 6 7
1= / y =log,,,(x)

n-1

-1 domy =(0,),

Esta funcién también figura en las calculadoras cientificas.

rgoy=%R
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Cambio de base logaritmica:

Un recurso util es el cambio de base del logaritmo, ya que las calculadoras
cientificas solo tienen las funciones /In xy log x

Cuando se presenta un logaritmo en una base distinta de estas,
se la puede transformar de manera que se pueda calcular con la
calculadora, utilizando la siguiente féormula.

Inx _log, x

log, x=— log, x =
& In2 8 log, b

Andlisis y Variacion de los Pardmetros de la funcion logaritmo

La expresiéon més general de la funcién exponencial es:

f(x)=k-log, (x—b)+c

Los parametros: g, k; by ¢ son nimeros reales, ademas debe ser
a>0vy distinto de g =1 y también: k=0

Cada uno de estos parametros produce modificaciones en la
gréafica de la funcién, ya vimos que sucede con g, veamos con los demas
parametros:

k hace que la grafica sea mas tendida (abierta) o mas cerrada.
Si 0 < k <1,lacurvaesmastendida, ysi & > 1,lacurvaesmas cerrada.

3 f(x)=2-In(x)
f(x) =In (\')

- 1
/(x)::-ln(x)
-1 1 2 3 1 § ] I x

/ domy=(0,0), rgoy=%=R

domy=(0,0), rgoy=R f(x)=2log,, (x)
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b: hace que la grafica se desplace horizontalmente. A su vez define la
posiciéon de la Asintota Vertical de la curva.
Si b <0,la curva se desplaza ala izquierda, ysi b > 0, la curva

se desplaza a la derecha

I

h(z) < logy (x|+2)

g(x) o hv:l (x)
f(x)|=log),, (x+2) domy=(-2,%), rgoy="R
AV B =-2

6

AV i x=2
4 f(x):l()gllz(x) dOl’l’ly=(O,00), rgoy:m

[ (x)=log,, (x-2) domy=(2,0), rgoy=R

3_
2 g domy=(-2,0), rgoy =R
AV 27 f(x)=In(x+2) o
: 1 F(x)=In(x-2
x=-=2 domy=(2,0), rgoy=R

-2 -1 4 5 6 7x

¢ hace que la gréafica se desplace verticalmente.
Si ¢ <0, la curva se desplaza hacia abajo,ysi ¢ > 0,la curva se
desplaza hacia arriba
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N (x)=In(x)+2

f(x)=In(x)

f(x)=In(x)-2
domy =(0,), rgoy =R

Ejemplos generales:

D) f() =Zlnx—1) +2
domf(x) = (1, «)
a =e = fes Creciente; k = g

b=1=x=1es AV def
¢ =2>= fsedesplaza2 T

— 3
nc/OX:Eln(x—1)+2=0=>ln(x—1)=

Despejando x.

3
nc/a)(:zln(x—l)+2=0=>ln(x—1)=—
—
Nc/0Y:x = 04;0 ¢ domf

Ty

4
3

domy =(0,0), rgoy =N

3

x-1=efsmx=e"3+12126:P(e"3,0)

4

3

2 3 4 L] 6

———

domy=(1,20), rgoy =R
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2) f(x) =3logy3(x +1) — 22)
domf = (—1, =)

1
€ .q, _9 = 2)s _ 2 _ 1
05.3 log1/3(x+1) 2 O=>(3) x+1=x 3 1=z

-0,13 -~ P <3\E— 1,0>

nec/0Y:x =0;£(0) = -2 ~ P(0,—2)
1
a= 3 = Decreciente
k=3
b=—1=AVx = -1
¢ = —2;se desplaza 2!
domy =(—1, ), rgoy = #

V= o, -2
|

3) f(x) =2logs(x —1) +4
domf = (1, «)
ox 1
Nc/0X:2-logs(x—1)+4=0=>(3 _2=x—1=>x=§+151,11

~P(1,115;0) N ¢/ 0¥ :x = 04;0 & domf
a = 3 = Creciente
k=2
b=1=2>AVx=1
¢ = 4;sedesplaza4 1
domy =(1, ), rgoy =R
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2 i B H ) ) Tt 15 ) ) 3

o fz) = 2logg(w—1)+4

Funcion valor absoluto

La definicién de valor absoluto de un ntmero real, vimos que es:

x,Six >0

Vx € R; x| z{—x six <0

Luego, la Funcién Valor Absoluto es:

f(x):|x|; f(x):{(X,y)/y=|x,xeiR}
domf =R; rgof =[0, =)




Generalizando:
1)
v
N f
AN

/
NS
N/
4 3 2 [

3)

3

-"f(x) = 7‘.\—73| +2

//
w e
\\T\\ f ('x/)/;/l/'x 2|

2)

7
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¥y
e
s
N P v
S@=lxn3
_/
gy
3
,’ g
B .
.
1 N N
s a
e ]

A f(x) = 7‘x+1‘+l3
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El circulo trigonométrico

Es un circulo de radio unitario (r=1),
llamado radio vector, que cuando
gira en sentido antihorario, barre
angulos (+). El circulo tiene centro
en el origen de un sistema cartesiano
C(o, 0).

La variable ahora es angular;
x” se mide en el Sistema Radidn
(visto en el Cap. 2), que tiene su
correspondencia con el Sistema
Sexagesimal, como indica la figura.
El sistema cartesiano en el que se
representa este circulo
trigonométrico, tiene dos ejes
auxiliares: uy v,como muestra
la figura.

Si observamos, un “giro completo”, en el sistema sexagesimal de
medicién de angulos equivale a 360°; mientras que en el sistema Radian
equivale a 2 1. r; pero como el radio es igual a 1, un “giro completo” en el
sistema Radian equivale a 2/t

Se puede apreciar que en el sistema Radian los angulos son nimeros

Reales.

El circulo esté dividido en cuatro cuadrantes: 1, 11, II1 y IV, cada
uno cubre un angulo recto.

La proyeccién del radio vector sobre el eje vertical representa el
sen x, mientras que la proyeccién del radio vector sobre el eje horizontal
representa el cos x

Existe una relacion fundamental de las funciones
trigonométricas, equivalente al Teorema de Pitagoras:

sen?x +cos?x =1

De esta relacién se pueden despejar, entre otras. las siguientes
relaciones: senx =+V1—cos?x;cosx =V1—sen?x

Con esta introduccién es posible definir las siguientes funciones
trigonométricas.

Funciones trigonométricas

La Funcién Seno:
domsen =R

y = senx {rgosen =[-1,1]

Es la proyeccién del radio vector sobre el eje vertical.
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La Funcién Coseno:
domcos =R

y= Cosx{rgo cos =[—-1,1]

Es la proyeccién del radio vector sobre el eje horizontal.

La Funcién Tangente:

senx domtg =R — (Zn-i-l)z ,ne’Z
y=tgx= 2
coS X
rgocos =R

Es el cociente entre las funciones seno y coseno.

La Funcién Cosecante:

y=cosecx=

1 domcosec=‘ﬁ—{n7r}; neZ
senx

rgocosec =(—oo, —1]JU[L, =)

Es el reciproco de la funcién seno.

La Funcién Secante:

1 {domcotgziﬂ—{nﬂ}; neZ
y=secx=

cos x rgocotg =R

Es el reciproco de la funcién coseno.

La Funcién Cotangente:

cosx domtg =R—{nz},neZ

y=cotgx=
sen x rgocos =R

Es el cociente entre las funciones coseno y seno.

139
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Gréficos de las funciones trigonométricas, en [ ]
0,27

Analisis de parametros

Se graficardn en el mismo sistema de ejes coordenados las funciones
trigonomeétricas y sus reciprocos.

La Funcién Seno y la Funcién Cosecante:

domsen ="R
= senx
4 rgo sen = [— L, 1]

domcosec=R—{nxhneZ
= Cos
4 ot rgocosec = (—oo, —1]JU[1, o)

\ 1

'
'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

1 ~ - '
____________ r
'

'

'

'

'

'

'

'

'

Anélisis y Variacién de los Parametros de la funcién seno

La Funcién senoen general, es de la forma: f(x) = a - sen(bx + ¢)
Los parametros: g by ¢ son numeros reales, ademéas deben ser
a=0y bzo
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Cada uno de estos parametros produce modificaciones en la grafica de la
funcién, veamos:

Amplitud (a) Amplitud es el valor de pico o valor maximo de la
funcién, ademas, define sila grafica es méas alta o més baja, determinando
elrango de £

Si 0<a<1,lacurvaesmasbaja, ysi a >1,lacurvaesmés alta.

1) Si f(x) = Sen(x)
a= 1 rgo f=[-1, 1] (simétrico). Como la expresada antes.
2) Sif(x) = 2 Sen(x)
a= 2;rgo f=[-2, 2] (simétrico).
Periodo (T}, Es el angulo en el que la funcién realiza
un ciclo completo.
Su valor es: T=(2r1/B), o0 T=(360%B).
1) Sif(x) = sen(x)
T = 2r/1 = 2im, o T=(3609%1)=360¢ Significa que un ciclo se
desarrolla en 360°.
2) Sif(x) = sen(2x)
T = 2ri/2 = 11, 0 T=(360%2)=180° Significa que un ciclo se
desarrolla en 180°.
Pulsacion: cantidad de ciclos en 27

Fase (c) también llamado dngulo de fase indica el desplazamiento de la
grafica de fhacia la izquierda o hacia la derecha, respecto de la funcién
sen (x).

Si c¢<0,1a curva se desplaza a la derecha y si ¢>0, se desplaza a la izquierda.

1) f{x) = Sen (x+1)1a grafica se desplaza rhacialaizquierda,
respecto de Sen (x).

2) fix) = Sen (x- r1/2) la grafica se desplaza 77/2 hacia la
derecha, respecto de Sen (x).

Fiemplos generales

1)
x=0

dom f =R _
- Ceros\ X =7

f(x)=2-sen(x) rgo f=[-2,2] e
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x 2senx | Intersecciéon con ejes:
-90°=-11/2 2 _¥=0 _
OX{x=nx 0Y = £(0) = 2sen(0) = 0 = P(0, 0)
o o
x=2r
0°=71/2 2
90°=11/ a=2; Mv:y=2; en x=11/2; Rgo f=[-2, 2]
180°=n1 mvy: y=-2; en x=-11/2 y x=31/2
270°=311/2 2 T=2r; Pulsacion=1
Fase: c=0,no tiene desplaz. H.
360°=3r1/2 0

2)
f(x) =—-sen (x)
X l/2sen x
-90°=-11/2 -05
0 0
90°=11/2 05
180°=r1 0
270°=311/2 -05
360°=311/2 0

dom f =R x=0
CerosS{ X =7
11
rgof:{ Ea 2:| x=2r
x=0
OX{x=nr 0Y = £(0)= V; sen(0) = 0= P(0, 0)
x=2r
Mv:y=0,5;en x=T11/2; a=0,5;
Rgo f=[-0,5,0,5

mv: y=-0,5; en xX=-T1/2 y X=3T11/2
T=2mm; Pulsacién=1, Fase: c=0
No tiene desplaz. H.
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=0
dom f =R x
3) _3. - _
f(x)—2 sen(x) o = 33 ceros{x=rx
80 ) x=2r
x 3/2sen Interseccién con ejes:
x=0
X oX oY 3 0)=0=> P(0, 0)
OX{x= oY 0) = 3/ sen(0) = 0= P(0,
Py 25 );zzzrﬂ = f(0) Asen(
0 0
Mv:y=15;en x=1/2;
90°=11/2 15 a:15; Rgo f=[-1,5,15]
180°=11 0 MV: y=-15; €N X=-T1/2 y X=3T11/2
- T=2m; Pulsacién-= 1; Fase: c=0,
270°=311/2 25 no tiene desplaz. H.
360°=311/2 0
gy e
1
i X
-2 -1 1 z/2 2
-1
,,,,,,,,, =3

4) f(x):sen(x—ir) dom f =R Rgof=/[-1, 1]

x—-7=0=>x=7

x=0
ceros: {X—-rT=g=>X=r+x1=217 oXli=n ﬁ:{f(o)zsen(of”)
X-r=2r=>x=27+7=37 x=2rx sen(-r)=-sen(r)=0
M:1:>xfﬂ:ﬂ/2:>x:z+ﬂ:ﬂ
a=1> 2 2
37 37 Ry
mv=—-l=x-—rT=—=x=—+1T=—
2 2 2
Rgo f=[1 1] =2r;  Pulsacion=1

Fase: c=m1, se desplaza rrala derecha.

Y

o 7 2 3,/2 ¥ 4 5 6 737 H 9
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5) S (x)=sen(x+7z/4)
dom [ =R Rgo f=f1,1]

T
==
4 f(O):sen(0+£j M7:13x+1:1§x:1—1:3—”
B 4 4 2 2 4 4
oxXix==2  or= a=1=
4 T T 37 37 © 5m
7 sen{fJ:0,707 my=-l=>x+t—=—=x=—-——=—
=T 4 4 2 2 4 4
4
Rgo f=[1,1]; T=2m; Pulsacién= 1; Fase: c=11/4,
se desplaza /4 a la izquierda.
y
1-
—/4 0 w/4 w/2 37/4 T/ 4
-1 0 1 2 3 4 5 X
,1-
6) f(x)=2-sen(x+%) dom f =R  Rgof=[22]
__r T V4
LAY T X+—=0=>x=-——
f(O):sen(OJrEJ 2 2
oxX{x=" oY = . r T
2 T ceros ;. X+—="T=>X="T——=—
ir sen[—)fl 2 2
x="— 3
4 x+l=dr=x=07-2=22
2 2 2
Rgo f=[-2,2]; T=2m, v
Pulsacién=1; Fase: c=m/2
M\'=23x+£=£:x=£—£=0 o /2 T 37/2
a=2= 2 2 2 —x/2 0 1 2 3 4 5 X
mv=—2:x+£=3—”:x=3—”—£=n -1
2 2 2 2
7) f(x)=sen(2x) dom f =%  Rgof=[11]
2x=0=>x=0 x=0

ceros:: 2x=ﬂ3x=%£§£’c/ejes OXi{x=r W:{f(0)=sen(2-0)=0

2x=2r=>x=1 x=27

Rgo f=[1,1]; T=m, Pulsacién= 2; Fase: c=0.
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y
1.
Mv=1:>2x=§:>x=1
a=t= i . z/4 3r/4 7
mv=-1=2x="—=x="— 0 1 7/% 2 ; X
2 4
,1.
1
8) f(x):sen[;x] dom f=9R Rgof=[11]
1 -
;x:O:)x:O Int. c/ejes
)l x=0
ceros. \—x=x=x=27 ol L 1
2 OXlx=2x OYﬁ{f(O)zsen{?-OJzo
1 2
;.\‘:2.17:.\‘:4.17 x=4r
M':l:)l.IZE:).IZE
2 2
a=1=

1 3T
m=-l=—-—x=—=x=37
2 2

Rgo f=[-1,1]; T=4m, Pulsacién=1/2; Fase:c=0,
no se desplaza horizontalmente.

0 2 4 6 8 10 12
-1
9) f(x):zsen(xfy) dom f=R;
3 2 '
7 7 z
x——=0=>x== r=> -
2 2 3~ f(0):sen[077J=
ceros: .\'—E:n':x:ﬂr+£:3i ox{x=""% or= -
2 2 2 2
5 sz sen[——):—sen[—]:—l
.\'—%zln’:)\’:2n'+ﬂr il X=— -

Rgo f=[-0,67, 0,67]; T=2m, Pulsacién=1; Fase: c=-11/2,
se desplaza /2 a la derecha.
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Il
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Kl Ble
Il I
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Secante

La Funcién Coseno y la Funcion

COsXx {

R-{nrhnez

=
1l I
2
S g
m S
<
{
=
Q
(D]
wn
1]
~
—
—
-l
s 1
Il

dom cos
¥g0COoS

y:

(RpEpp I ———

e e
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Analisis y Variacién de los Parametros de la funcién coseno

La expresiéon mas general de la funcién exponencial es:

f(x) =a -cos(bx—c)
Los parametros: g, by ¢, son numeros reales, ademas deben ser a
0y bzo
Estos parametros producen modificaciones en la grafica de la
funcién, del mismo modo que en la funcién sen x, veamos:
& hace que la grafica sea mas alta o mas baja.
Si 0<a<l1,lacurvaesmasbaja ysi a >1,lacurvaesmésalta

Analizar y graficar las siguientes funciones:

) f(x)=2-cos(x) domf=%N =7
wor-bad el
=N

X 2c0sX
2 . x:% .
ox 0Y = f(0)=2cos(0)=2= P(0, 2
S0z 5 N £(0)=2cos(0) (0.2)
’ 2
0=

180°=11 2 MV iy=2x=0 Rgof=[-2, 2]
270°=311/2 o mV:y=-2; cosx=rm T =2r; Pulsacion=1
360°=3r1/2 -2

Fase: ¢ =0, nose desplaza horizontalmente.
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X % cos x
o 7 —|x=" 1 1 1
2 oxy | 0Y:f(0)=5cos(o)=izp[o, 5]
90°=11/2 o x=- %
180°=r1 % L1 MV:y:y;x:O RgOf:[—%, %]
270°=311/2 o 2 lmV y= —%; CoSX =7 T =2x; Pulsacion =1
360°=311/2 -1/2 Fase ¢ =0; no tiene desplazamiento horizontal.

dom f =R, rgo f = [— 1, 1]
— x:() — V.4
OX{ 0Y:>f(0):c05(0+—j:0:>P(0, 0)

xX=7r 2

x+%=%:>x=0
NV TN T

=1 )~ - —[-
_1{MV.y1,x+ H=0=x= A Rgof=[-1 1]
o1 /) _ - 9 Py
mV:y=-1; cosx+477r2x75 T =2x; Pulsacion =1

ceros

Fase ¢ = 7% ; se desplaza % a la izquierda.

4)  y=cos(x-r) dom f =% rgof=[-11]

) MV:y=Lix-7=0=>x=m, x=37 Rgo f=[-1, 1]
a=
mV:y=-1 cosx—rT=m=>x=27 T =2m; Pulsacion=1

Fase ¢ = 7, se desplaza m a la derecha.
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5) y=cos(2x) domjf="%N; rgo f=[-1,1]

2xz%:>x:% &x:%
2X:3%i>x:3% x:3%

ceros OY = f(0)=cos(2-0)=1=>P(0, 1)

| MV:y=1;2x=0=>x=0 Rgof=[-11]
a=
mV:y=-=1;2x=r=>x=7x/2 T =x; Pulsacion=2
Fase: c=0; no se desplaza horizontalmente.
W

6) y:ccs(%x] domf=%; rgof=[-11]
— - 1 1
OX{x=7 OYif(O):cos(E-OJ:IéP(O, 1) ceros Ex: Hh=X=T

MV:.y=1; L S— Rgof=[-11]
i 2

A:1 |
mvV:y=-1; Ex:fr:m‘:Zfr T =4m; Pulsacion=1/2

Fase: c =0; no se desplaza horizontalmente.

_1 4
Ejemplos generales:

1) f(x):%cos(x—%) | v

domf =R )

rgof = [7 %> %] . Fd 37‘r/'2

149
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2) f(x):%sen(x+3%) !
dom f =R

reor =14, Y]

3) f(x)=sen(3x—gj B = N
dom f =N
rgof:[—3, 3]
—7/2 o 7 /2 ; X

‘T Y 3z/2

4) f(x)=2sen(x+3)

La Funcidén Tangente y la Funcién Cotangente

— oy = SENX _ cot o x = SO8%
y=Iig cos y=co gx_senx
domtgzﬂi—{(2n+l)£},neZ domtg=§R—{nﬂ-},neZ
2 rgocos =R

rgocos =R
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Dadas las siguientes funciones, analice: dominio;
intersecciones con ejes coordenados, si posee; simetria;
asintotas verticales y horizontales, si posee; represéntelas
graficamente en un sistema cartesiano; rango y diga si es
biunivoca.

Haremos todos los estudios vistos hasta ahora en una
funcién y la graficaremos:

) f(x)=x>+5x+6

Dominio: Se trata de una funcién polinomial
(cuadratica), cuyo dominio es: dom f =R

Intersecciones con ejes:

—54++v25—-24 -5+1(x=-3.P(—
nc/ﬁ:x2+5x+6=0;x12: — = — {x 3 P(=30)

' 2 2 lx=-2:P(-20)
Nc/O0Y:f(x) =6+ P(0,6)

Simetria:
fl=x)=(- x)2 +5(=x)+6=x"=5x+6% f(x).. f noes Par f no tiene simetria
—fl-x)=—x*+5x 6% f(x).. f no es ITmpar
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Funciones de una variable real

Asintotas: fno tiene AV, ni
AH, wpor ser funcién
polinomial.

Rango de £ Para
determinar el  rango
debemos calcular la
ordenada del vértice de la
parabola:

p— 2 p—
k= b -t-c.'.k:£+6:—l
4 4

a

rgo f _ l:_ i’ OO) 5 -4 3 2 A B 1

fno es Biunivoca.

2) x+6; si x<—4

f(x)=N16-x"; si —4<x<4

6—x; si x>4

Dominio: Analizando cada rama de la funcién se puede
observar que uniendo los tres intervalos de domino cubren
el conjunto completo de los reales, entonces: dom f =R

Intersecciones con ejes:

x+6=0=x=-6..P(-6,0)
x=—4-4¢(-4,4).3
x=4—4¢(-4,4).3
6-x=0=x=6..P(6,0)

Ne/OX:y=0= {416 -x* :0:{

Asintotas: La funcién no tiene AV, ni AH.
fno es Biunivoca.
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3) |x+|

y=e
Dominio: La funcién y = e*tiene por dominio todos los %;
en consecuencia, la funcién dada tendra: domf = R

Intersecciones con ejes:

NelOX : y=0;BxeR/e! =0-3Nc/0X
Simetria:

y el

fl=x)=¢™" % £(x).f no es Par

— fl=x)==™" % f(x).. f no es I mpar

fno tiene simetria.

Asintotas: . )
Asintotas Verticales: fno tiene AV,
por ser funcién exponencial.

Asintotas Horizontales:
x—>—w; f >0 A AH
x—>ow; f >0 A AH
Rango: 7go f = [1, oo) S

fno es Biunivoca.

fno tiene AH.

4)

f(x)= |sen x|
Dominio:

domf =/

Intersecciones con ejes:
Nc/O0X : ‘senx‘=0:>senx:02xenﬂ; neZ
Ne/0Y: £(0)=0..P(0, 0)
Simetria:
f(=x)= |Sen (—x)| = |sen x| = f(x)..f es Par
Asintotas:
Asintotas Verticales: f no tiene AV, por ser funcién seno.
Asintotas Horizontales:
x> -0 f > |sen —oo; ascila entre [— 1, l]oo AAH
: ascila entre [-1, 0. B AH

X — o0 f—)|sen—oo fno tiene AH.

Rango: domf =[—1, l]

fno es Biunivoca.
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Funciones de una variable real

5) ()= ln[ J

Dominio:
(2x>0=2x>0)A(x-1>0=>x>1)
2x

—l>0c>

¥ (2x<0=x<0)A(x-1<0=>x<1)
xe(0, 0)axe(l, o)

= U (l, OO)U(—OO, O):(— o, O)U(l, oo) dumf:(—oo, O)U(l, oo)
xe(-w, 0)rxe(-ow,1)

Intersecciones con ejes:
Ne/OX : 1n(2—xlj: 022—)‘1 =1=2x=x-1=x=-1.-P(-1,0)
x,

xX—

Nc/OY :x=0%0¢ dom f

Simetria:

f(—x):ln((f(;))i)ljzl (_x 1]¢f( )= No Par

_2x fno tiene Simetria

—X—

—f(—x):—ln( ]];tf(x): No [ mpar

Asintotas:

Asintotas Verticales:

Las posibles AV son x=0 y x=1, puesto que son los
valores extremos de los intervalos del dominio de f. Por lo
tanto, tenemos que estudiar el comportamiento de la funcién
cuando la variable x se acerca a esos Valores

Pero x puede tender (ac ) a 0, solo con valores
menores que 0, ya que fAV e O 1 Esto se expresa de la
siguiente manera:
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Six—>07; f— ln((l)) —1n(0) > —oo

~x=0es AV de f

Mediante un analisis similar, para x=1; solo que aca x tiende a
1 por la derecha:

Si x> 17 f—)ln[ij—ﬂn(oo)—)oo
~x=les AV de f

Asintotas Horizontales: 3

Existira AH si, a medida tod
gue la variable x toma valores i
cada vez méas grandes en valor ‘
absoluto, f se acerca a un b
numero real & T i

Esto se expresa de la o

siguiente manera: B
Si x = +0; f —1n(2)..2 =In(2)= 0,69 ‘

~y=In(2)es AH de f AN
rgo f =(~, n2)U(In2,— )

fno es Biunivoca.

6)
f(0)=In(4-x")
Dominio:
4-x*>0=> x> <4 xe(-2,2) " dom f=(-2,2)
Interseccién con ejes:
S(x)=In(4-x%)
Ne/OX 1n(4-2")=0=4—x* =1= x =43 Ax=—3 . P[-43, 0} P13, 0)
Nec/OY :£(0)=1n4=138 .. P(0, In4)
Simetria:
fx)=1n[4—(*)|=n(4 - x*)= f(x) -. f es PAR

Asintotas:
Asintotas Verticales:

£(x)=In(4-2*)
Six—-2" f—>In(0)>-—w.x=-2es AV de
Six—27; f—In(0)> —w0.x=2es AV de f
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Asintota Horizontal: :
Observando el S
dominio de £ podemos ' T~
apreciar que xno puede ser / ;
mayor que 2 ni menorque- 4/ r y i \ g
2; por lo tanto, x no puede i/ ; \i
tender a +%0, ni a —oo. | \i
Entonces, fno tiene AH. | : |

fno es Biunivoca.

7) h:h(x)— xz—l;si‘x‘<2

|x

; Si ‘x‘ >2
Dominio: dom f =R — {2}
Intersecciones con ejes:

¥ -1=0=>x=-1x=1

ﬂc/ﬁ:h(x)zO:
‘x‘zO:x:O

}.'.P(—l, 0); P(0, 0); P(1,0)

Ne/0Y : h(0)=-1..P(0,-1)
Simetria:

Sixe(-2,2) h(-x)=(-xf ~1=x" -1
h(-x)=

Si x (=, =2)U(2, o) A(-x)= - x| =]
Asintotas:

}h(— x) = h(x).'.h es PAR

Asintotas Verticales: Rgo f:[-1;0)
No posee, ya que
ninguna de las dos
ramas de la funcién
tiene AV. SN R

P - |

Asintotas Verticales: ! 1 !
No posee, por ‘ ‘
razones analogas a

la anterior. fno es Biunivoca.
8) 4
x =
g( ) x2 _ 4
Dominio:

X —4#20=>x#2Ax#2 dom f=R—-{-2,2}
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Intersecciones con ejes:

Ne/OX: > ;=027 =82 =B ax=18. P45, 0} Py8, 0)
X

Ne/0Y: g(0)=-1-. P(0, 1)

Simetria:
4 4 :
—x)= = <. f es PAR
g( x) (—x)2—4 2_4 fes
Asintotas:

Asintotas Verticales:
Six—>-2;, g—>-—w:.x=-2es AV de g

Six—>2, goow.x=2es AV de g
Asintotas Horizontales:

Six—>—00; g—>0

Six—>ow; g—>0

Rango: rgo f = (-0, —1]U(0, »)
fno es Biunivoca.

9 flx)= ln( u j

x—4

}.'.y:OesAH de g

Dominio:
(x>0)/\(x—4>03x>4)
>0 v
(x<0)A(x—4<0=>x<4)
x€(0, 0)Nxe(4, o)
= U (4, 0)U(= 0, 0).. dom f = (o0, 0)U(4, »)
xe(-o, 0)Nxe(-m, 4)

X

x—4

Intersecciones con ejes:

Ne/OX : ln( x4j:o:» x4:1:x:x—4.~.£ﬂc/§(

X — X—

Ne/OY: x=0; Oedomf.'.ﬂﬂc/a

Asintotas:
Asintotas Verticales:

Six—>07; f>—o..x=0es AV de [
Six—>4" fow.x=4es AV de
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Funciones de una variable real

Asintotas Horizontales:
Six—>-w; f—>Inl=0..y=0es AH de [

Six—>+40; f—>Inl=0..y=0es AH de f

rgo f = (— o, O)U (O, oo)
fno es Biunivoca.

10) f(x)=

Dominio:
¥ -2>0=x" >2:>xe(—oo,—\/5)U(\/§, oo) domf:(—oo,—\/z)U(\/E, oo)

Intersecciones con ejes:

—  x-4
Ne/OX: 2 —0=x=4.P4,0

= (4.0)
ﬂc/a’:x:O;Oedomf.‘.iﬂﬂc/a’
Simetria:
fl=x)= x4 x4 # f(x)..No Par

\/(—x)2—2 \/x2—2 h £ no tiene simetria

—fl=x)= x:—4 # f(x).. No I mpar

x =2
Asintotas:

Asintotas Verticales:

Si x = —2; f - x=—/2 es AV de f

Si x —/2; f—)—oo.'.x:\/zes AV de [
Asintotas Horizontales:

Si x — —o; f—>—oo.'.x:—\/§ es AV de f
Si x — o f—)OO.'.x=«/§ es AV de f
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Asintotas Horizontales: Conviene darle a la variable
independiente x valores cada vez mas grandes positivos
como negativos y apreciar el comportamiento de la funcién.

x ) I T
-100 -1,040 % 5 4 3 21 1002 4 5 5 7
-1.000 -1,004 I S 1
x—>—»0 | fo-1 P,

100 1096 }

1.000 0,996

yoo | fol ‘ !

i 5
y=—les AH de [ i 5
y=les AH de f ; 4
Rango: N
fno es Biunivoca.

rgof:(—oo l)

11) f:f(x):x4—2x2—8

Dominio: dom f =R
Intersecciones con ejes:

Ne/OX :x* —2x* —8=0;

en casos como este debemos aplicar el teorema de las
raices racionales de Gauss, visto en el capitulo 1.

divisores de a, :1,-1,2,-2,4,—4,8y-8
divisores de a, :1 y—1

k=

sk:1,-1,2,-2,4,—-4,8y-8

Los posibles factores de f son
(x - 1); (x + 1); (x — 2); (x + 2); (x - 4); (x + 4); (x - 8); (x + 8)

Aplicamos la regla de Ruffini, eligiendo dividir por:
(x-2), en el polinomio completo y ordenado:

\10—20—8 1 2 2 4
2

1 2 24 o0

El polinomio cociente en esta tltima division es (x* +2), que

es irreductible. Entonces: (x> +2), (x-2) y (x+2) son factores

del SOI!(Hoij %ue queda expresado de la sigulente manera:
x + 2

De manera que las 1ntersecc1ones con el eje OX, son:

P(~2,0) Y P(2,0)-
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Funciones de una variable real

Simetria:
FEx)=(x) -2(-xf -8 =x"-2x" -8= f(x)

. fes Par

Asintotas: £ no tiene AV, ni AH,
por ser funcién polinomial.

Rango:
rgof = [_ 1/3, 1/3]
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